Capitulo 4

Sistemas de Ecuaciones Lineales y
Matrices

El problema central del Algebra Lineal es la resolucién de ecuaciones lineales simultaneas.
Una ecuacion lineal con n-incégnitas x1,xs, ..., T, es una expresion de la forma:

ai1r1 +asxs + ... +apx, =0

donde a;, para i = 1,...,n y b son elementos de un cuerpo K (habitualmente X = R,C o Z,). Los
elementos a; se denominan coeficientes y b término independiente. Sib = 0, la ecuacion se dice homogénea.

Cuando tenemos varias ecuaciones lineales, hablaremos de sistema de ecuaciones lineales y los coefi-
cientes llevaran un doble subindice, para hacer referencia a la ecuacién en la que aparecen y a la incdgnita
a la que multiplican (m 4s adelante formaran parte de una matriz). Un sistema de m ecuaciones lineales
con n incognitas es una colecciéon de ecuaciones lineales:

a1121 + a12%2 + ... + a1pxy, = b1
a211 + a9y + ...+ agndyp = b2

Am1X1 + 2o + ... + Gy = b,

Un sistema de ecuaciones homogéneas se denomina sistema homogéneo. Una solucién del sistema es
una coleccién ordenada a = (e, ag, ..., ;) de elementos de K tales que:

a1y + argas + ...+ a1pa,, = by
a2100 + Q202 + ...+ Q20 = by

Am100 + Gmaa2 + ...+ Gmp iy, = by

Un sistema es compatible si admite alguna solucion. FEn caso contrario, se denomina incompatible.
Cuando la solucién del sistema es Unica el sistema es compatible determinado y si hay mas de una solucién,
se habla de sistema compatible indeterminado.

Dos sistemas con n incognitas son equivalentes si tienen las mismas soluciones. Las operaciones
permitidas para obtener sistemas equivalentes son:

1. Intercambiar dos ecuaciones del sistema.
2. Multiplicar una ecuacién por un escalar, a € K, no nulo.
3. Sumar a una ecuacion otra distinta del sistema.

4. Aplicar reiteradamente las reglas anteriores; en particular, sumarle a una ecuacién una combinacién
lineal (suma de multiplos) de las restantes ecuaciones.
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El caso mas basico es aquel en el que el nimero de ecuaciones coincide con el ntimero de incognitas.
Para este caso, disponemos de dos métodos de resolucién:

e Método de Eliminacién de Gauss (es un método recursivo).
e Método del Determinante o Regla de Cramer.

El Método de Gauss consiste en transformar un sistema en otro equivalente que sea escalonado (a
través de las operaciones permitidas) y resolver éste, si es posible, o concluir que no posee solucién. Un
sistema se denomina sistema escalonado si. en cada ecuacién, la primera incégnita que aparece (la primera
que estd multiplicada por un coeficiente no nulo) no aparece en las siguientes ecuaciones del sistema, es
decir, sus correspondientes coeficientes serian cero. El primer coeficiente no nulo en cada ecuacién de un
sistema escalonado se llama pivote.

Ejemplo 4.0.1 Consideremos el sistema:

2c + y + z = 1
dr + gy = -2
2z + 2y + z = 7

Procedamos a efectuar operaciones elementales en €l. A la sequnda ecuacion le restamos la primera
multiplicada por 2 y a la tercera ecuacion le sumamos la primera. Nos queda, entonces, el sistema

2 + y + z = 1
-y - 2z = -4
Jy + 2z = 8

A continuacion, le sumamos a la tercera ecuacion la sequnda multiplicada por tres y nos queda:

2 + y + =z = 1

-y — 2z = —4

— 4z = -4
De la ultima ecuacion, deducimos que z = 1. Substituimos ese valor de z en la sequnda ecuacion,
obtendremos y = 2. Finalmente, de la primera ecuacion deducimos que x = —1. Se trata pues de un

sistema compatible determinado. Geométricamente, podemos interpretarlo como tres planos que se cortan
en un punto.

Vedmos ahora otros dos ejemplos de aplicacién del método anterior.

Ejemplo 4.0.2 Consideremos el sistema:

r + y + z = 3 x + y + 2z = 3
x — Yy — 2z = =1 ~g, B By 3+E B /(~2),E3/(~2) y + 2z = 2
3z + y + z = 7 y + z =1
Ahora le restamos a la tercera ecuacion la sequnda y, nos queda:
T + Yy + z = 3
y + z = 2
0 # -1
que se corresponde con un sistema incompatible. Sea ahora el sistema:
r — 2y + =z = =3 r — 2y + =z = =3
2 + 3y — 2z = O ~E,—2+E,,Es—3+E; Ty — 4z = 11

3z + y — =z = 2 Ty — 4z = 11



Si ahora le restamos a la tercera ecuacion la seqgunda, nos queda:

r — 2y + =z = =3
Ty — 4z = 11
0 = 0

FEste seria un ejemplo de sistema compatible indeterminado. Podemos poner
zzt,yz%t—f—l—; y:c:%t—l—% cont € R.

Teorema 4.0.1 (Discusion de un sistema escalonado). Consideremos un sistema escalonado de m ecua-
ciones lineales, n incégnitas y con r < n ecuaciones no nulas (algin coeficiente es distinto de cero) que
supondremos las primeras del sistema. Se verifica que:

1. Si alguno de los términos independientes de las m—1r ecuaciones nulas es distinto de cero, el sistema
es incompatible.

2. Si todos ellos son nulos, el sistema es compatible, pudiéndose dar dos casos:

(a) Sir=n, el sistema es compatible determinado.

(b) Sir <mn, el sistema es compatible indeterminado.
Demostracion.

1. Supongamos bs # 0. Si0- a1 +0- a2 +---+0-a, = by = 0 # 0 (absurdo). Por tanto no existe
solucioén.

2. (a) Reordenando el sistema, si es necesario, podemos suponer que tiene la forma

1171 + a12%2 + ... F a1, = by
a22x2 + ...+ aopnxr, = bg
UpnTn, = by
0 = 0
con a;; # 0 para todo i € {1,2,---,n}. Se resuelve despejando sucesivamente.

(b) Sir < mn. Transformamos el sistema en un sistema de r ecuaciones con r incégnitas escalonado
y compatible. Para ello pasamos n — r incdgnitas a la parte derecha considerandolas parte
del término independiente y se las denomina pardmetros. (No pueden ser cualesquiera, lo
habitual es considerar las incégnitas cuyos coeficientes son pivotes). A continuacion se resuelve
despejando sucesivamente, quedando la solucién en funcién de las n—r pardametros, y por tanto,
no es tdnica.

Ejemplo 4.0.3 Dado un sistema de 4 ecuaciones con 4 incognitas, al calcular un sistema escalonado
equivalente se obtiene:

r — Yy + z — 2t = 4 r + y = 4 4+ y + 2t
z + t =1 z =1 -t
0 =0
0 = 0
Finalmente, tenemos el sistema equivalente
r = 3 4+ y + 3t
z = 1 -t

y,t € R.



4 CAPITULO 4. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES Y MATRICES

4.1 Operaciones con Matrices

Como podemos observar, son los coeficientes y los términos independientes de cada ecuacién de un sistema
de ecuaciones lineales los implicados en el método de Gauss. Utilizaremos, pues, una representacién de
los sistemas haciendo uso de las matrices.

Definicién 4.1.1 Una matriz A = (a;j) de orden m x n sobre un cuerpo K es una coleccion de mn
elementos de K dispuestos en una tabla de doble entrada con m filas y n columnas. Al elemento que
ocupa la fila i-ésima y la columna j-ésima, se le denota a;j. Asi pues:

a1 ai2 . A1n

a21 as2 . a92n
A =

Am1 Am2 . Amn,

Dos matrices A = (a;5) y B = (b;;) son iguales si tienen el mismo orden y, para cada par de indices i, j

se verifica que a;; = b;;. Al conjunto de las matrices de orden m x n con coeficientes en K se denota

Mpxn(K). Si m = n, las matrices se llaman cuadradas y el conjunto de todas ellas se denota por

M, (K). La matriz itentidad de orden n, I,, € M,,(K) es la matriz a;; =0sii# jy a;; =1sii=j.
Sea A = (a;;) una matriz cuadrada. A se dice que es:

o simétrica si a;; = aj;, para todo i, € {1,...,n},

o antisimétrica si a;; = —aj;, para todo i,7 € {1,...,n}

triangular superior si a;; = 0, para todo i > j,

triangular inferior si a;; = 0, para todo 7 < j,

o diagonal si a;; = 0, para todo i # j.

Definicién 4.1.2 Sean A = (a;;) y B = (b;;) dos matrices en M., xn(K). Se define la suma de A y B
como una matriz A+ B en M, xn(K) cuyos coeficientes son
(A+ B)ij = aij + bi
Si A € K es un escalar, la matriz AA tiene por coeficientes
(AA)ij = Aai
Proposicién 4.1.1 Si A = (a;;),B = (bij) € Muxn(K) y A\, u € K, se verifican las siguientes
propiedades:
1. (Mpxn(K),+) es un grupo abeliano,
2. A+ pu)A=NA+ uA,
3. M(A+ B) =) A+ )\B,
4. MpA) = (An)A
5. 1gA=A.

Demostracion. (Ejercicio)

Definicién 4.1.3 Sean A = (a;j) € Mpmxn(K) y B = (bij) € Muxp(K) dos matrices. Se define el
producto de A y B como una matriz A- B en My, x,(K) cuyos coeficientes son

by; n
(A-B)ij = (a1 ... ain) : = Zaikbkj = a;1b1j + aseboj + ...+ ainbyj,

k=1
bn

para todo i € {1,...,m} yje€{l,...,p}.
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Proposicién 4.1.2 Sean A, A" € Myun(K), B,B' € Myxp,(K) y C € Mpyy(K). Se verifican las
siguientes propiedades:

1. (A-B)-C=A4-(B-0).

2. (A+A")-B=A-B+ A -B.

3. A-(B+B)=A-B+A-B.

bATL, =Ayl, A=A

5. En M, (K) existen divisores de cero propios.

6. (Mup(K),+,-) es un anillo unitario no conmutativo con divisores de cero propios.

Ejemplo 4.1.1 1. En general, A- B # B - A siendo A € Myxn(K) y B € Myuxm(K). Por ejemplo,
las matrices de orden dos:

0 0 (1L OY_(00Y (00)_(10Y)(00
1 1 1 0 - 2 0 0 0 ) 1 0 1 1
2. En My(K) existen divisores de cero propios,
1 0N/0 0\ [0 0
1 0 1 1) \00

Definicién 4.1.4 Sea A = (a;;) € My xn(K) una matriz cualquiera. Se define la traspuesta de A como
la matriz A* € Myum(K) tal que (A');; = Aji, para todoi € {1,...,m} yje{l,...,n}.

Proposicion 4.1.3 Se verifican las siguientes propiedades:
1. (AN = A, siendo A € My (K).
2. (A+ B)t = A' + B, siendo A, B € Mp,xn(K).
3. (ANA)E = NAY, si A € Mppsn(K).

4. (A-B)" = Bt A" siendo A € Myxn(K) y B € Mypyp(K).

&

. Sea A € M, (K).

(a) A es antisimétrica si, y sélo si, A® = —A.
(b) A es simétrica si, y sélo si, A= At.
(c) A+ At es una matriz simétrica.

(d) A— A! es una matriz antisimétrica.

Demostracion. Si A € My, xn(K) y B € Myxp(K) son dos matrices:

n

(A- B)tij =(4-B);; = Zajk by = Z(Bt)ik (AN = (B At)ij
k=1

k=1
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4.2 Forma matricial de un sistema

Dado un sistema de ecuaciones lineales

a1121 + a12%2 + ... + a1pxy, = b1
ag1x1 + a92X9 + ...+ agndyp = b2

Am1T1 + QmaXo + ...+ ATy = b,

si denotamos por A = (a;;) € My xn(K) a la matriz de coeficientes (matriz asociada), por X =
(x1...70)" € Mpx1(K) a la matriz columna de las incégnitas y por B = (by...by)t € Mpux1(K) a
la matriz columna de los términos independientes, el sistema se puede expresar como:

A-X =B (forma matricial del sistema).

La matriz (A|B) € My, (n+1)(K) se llama matriz ampliada del sistema.

Las operaciones elementales sobre las ecuaciones de un sistema que realiza el método de Gauss con
el objeto de transformar el sistema en otro equivalente pero escalonado, se trasladan de forma natural a
las operaciones elementales en las filas de la matriz ampliada de dicho sistema.

Las operaciones permitidas sobre las filas de una matriz dada (la matriz ampliada del sistema) para
obtener la matriz ampliada de un sistema equivalente son:

1. Intercambiar dos filas cualesquiera de la matriz.
2. Multiplicar los elementos de una fila por un escalar no nulo.
3. Sumar a una fila otra fila distinta cualquiera de la matriz.

4. Aplicar reiteradamente las reglas anteriores; en particular, sumarle a una fila una combinacion lineal
(una suma de multiplos) de las restantes filas.

Dos matrices se dice que son equivalentes por filas si una puede obtenerse de la otra mediante una
secuencia finita de operaciones elementales en las filas.

Andlogamente se pueden definir las mismas operaciones para las columnas de una matriz y obtener
matrices equivalentes por columnas.

4.2.1 Matrices elementales

Las operaciones elementales efectuadas en una matriz A € M,,x,(K), ya sean por filas o columnas,
se pueden realizar multiplicando la matriz A por la izquierda, para las filas, o por la derecha, para las
columnas, por determinadas matrices llamadas matrices elementales.

Sea A € Myxn(K).
1. Sea A’ la matriz obtenida intercambiando entre sf las filas i-ésima y j-ésima de la matriz A, entonces
A'=FE;;-A
siendo E;; la matriz elemental obtenida de la matriz identidad de orden m, I,,, intercambiando las
filas i y j.
Sea A" la matriz obtenida intercambiando entre si las columnas 7 y j de A. Entonces
A" =A-FEy
siendo E;; la matriz obtenida de I,, intercambiando las columnas i y j.

2. Sea A’ la matriz obtenida de A multiplicando la fila i-ésima por el escalar A. Se tiene que

A =E;(\)-A
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siendo E;(\) la matriz obtenida de I,,, multiplicando la i-ésima fila por .

Sea A" la matriz obtenida de A multiplicando la columna j-ésima por el escalar A\. Entonces
A" =A-E;(\)

siendo Fj (M) la matriz obtenida de I,, multiplicando la j-ésima columna por A.

3. Sea A’ la matriz obtenida de A sumando a la fila i-ésima la fila j-ésima. Se tiene que
A/ = Ez+] . A

siendo F;; la matriz obtenida de I,,, sumando a la i-ésima fila la fila j-ésima.

Sea A” la matriz obtenida sumando a la columna i la columna j de A. Entonces
A=A -Ei;
siendo Eiﬂ' la matriz obtenida de I,, sumando a la columna ¢ la columna j.

En resumen, si denotamos por E una coleccion de operaciones elementales en filas y columnas real-
izadas sobre una matriz A siendo E7 las operaciones en filas y E¢ las operaciones en columnas, la matriz
resultante

E(A)=F-A-C

siendo F = EY - (I,,,) y C = E°-(I,,), las matrices obtenidas de I,,, y de I,, realizando en ellas las mismas
operaciones elementales en filas y columnas respectivamente.

Una matriz A € M, x,(K) estd en forma escalonada por filas si cada una de las filas de la matriz,
excepto tal vez la primera, comienza con una secuencia de ceros con al menos un cero mas que la fila
anterior o est4 formada tinicamente por ceros, dichas filas formadas tinicamente por ceros, estan colocadas
en las ultimas posiciones de la matriz.

La matriz asociada a un sistema escalonado es una matriz escalonada por filas.

Andlogamente, se define el concepto de matriz escalonada por columnas.

Ejemplo 4.2.1

10 3 0 -1 1 4 1
1 0 3 0 -1
01 50 O 01 2 -1
ol I R I I ) A I S
0 000 O 0 0 0 1

Asi pues, para resolver un s.el. A-X = B por el método de Gauss consideramos la matriz ampliada
del sistema y mediante operaciones elementales “en las filas” buscamos una matriz en forma escalonada
que se corresponderd con un sistema equivalente al de partida.

Ejemplo 4.2.2

xr1 + o — I3 4
3£C1 - To9 + I3 = 4
ry — 210 + 3x3 = =5
Consideremos la matriz ampliada
1 1 -1 4
(A|B)=[ 3 -1 1 4
1 -2 3 =5
Apliquemos el método de Gauss
1 1 -1 4 1 1 -1 4 1 1 -1 4
3 -1 1 4 ~ 0 1 -1 2 ~ 0 1 -1 2
1 -2 3 -5 0 -3 4 -9 0 0 1 -3
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La matriz escalonada que hemos obtenido se corresponde con el sistema:

Ty + Ty — w3 = 4
ro — T3 = 2
r3 = -3
con solucion x1 = 2, xo = —1, x3 = —3.

Otra alternativa es continuar realizando operaciones elementales sobre la tltima matriz hasta conseguir
en la matriz de coeficientes que:

e En las filas no nulas, el primer elemento no nulo tenga el valor 1; lo denominaremos cabecera.

e En las columnas donde estan situadas las cabeceras los restantes valores son nulos.

Este proceso se denomina Gauss-Jordan.

Ejemplo 4.2.3 1. En el ejemplo anterior y trabajando con la matriz escalonada que obtuvimos, nos

quedaria:
11 -1 4 1 10 1 100 2
01 -1 2 ~ FytFy, Fy+Fy 01 0 -1 ~SE R 01 0 -1
0 0 1 -3 0 01 -3 0 01 -3

llegariamos a que la matriz ampliada es equivalente a

0 0 2
1 0] -1
0 1]-3

OO =

que corresponde al sistema
xry = 2, To = 71, Tr3 = 3.

Como se observa la columna de términos independientes es directamente la solucion del sistema.

2. El sistema no ha de tener necesariamente tantas ecuaciones como incognitas. Por ejemplo,

r1 + ro + T3 = 2
21‘1 — T2 — Ir3 = 1
xr1 — o — Irs = 0
3

3r1 + 4x9 + 223 =

Su matriz ampliada es equivalente a

1 00 1
010 -1
0 0 1 2
0 0 O 0

4.2.2 Matrices inversibles

Sea A una matriz cuadrada n x n sobre K. Diremos que A es inversible o no singular si existe otra matriz
del mismo tamaifio, denominada matriz inversa de A y denotada por A~' tal que A- A~ =1, =A"1. A
Si A no tiene inversa se dice que A es una matriz singular.

Proposicién 4.2.1 Si A y B son matrices cuadradas de orden n, se verifica:

e Si A es inversible, su inversa es unica.
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e Si A y B son inversibles, la matriz AB es inversible y (A-B)"! = B71. A~ L

e Si A es inversible, su traspuesta también lo es y ademds (A’f)_1 = (A~Ht.

o Si A es inversible, la matriz A es inversible, para todo A € K, X # 0. Ademds, (\A)~! = A\"1A~L
Demostracion.
Proposicion 4.2.2 Las matrices elementales son inversibles.

Demostracion.

Observacion 4.2.3 Solo definimos matriz inversa para matrices cuadradas. No toda matriz cuadrada
tiene inversa.

Célculo efectivo de la matriz inversa.

1. Por ejemplo, dada la matriz

1 3 -2
A=1 2 4 0
3 5 -1

queremos calcular, si existe, su inversa. Esto equivale a encontrar una matriz B de orden 3 x 3
tal que A- B = I3 = B - A. Se plantean 3 sistemas de ecuaciones lineales con la misma matriz de
coeficientes asociada, la matriz A. En efecto, si

T1 Y1 21
B=1| 22 y2 =
T3 Ys 23
para que A - B = I3 tendremos que resolver:
x1 1 Y1 0 21 0
A X9 = 0 ; A Y2 = 1 y A Z9 = 0
I3 0 Y3 0 z3 1

(Por qué no resolverlos simultdneamente?

Las operaciones elementales seran en los tres casos las mismas. Asi, al transformar la matriz A en la
identidad, las columnas de términos independientes serdn las soluciones de cada sistema; formando
las columnas de la inversa de A, siempre y cuando tal inversa exista.

2. Partiendo de la matriz A y realizando una serie de operaciones elementales en sus filas (columnas)
la transformamos en la matriz I,,, realizando las mismas operaciones elementales a la matriz I,,, la
matriz resultante es la inversa de A.

Dada A = (a;;) € My(K) consideremos E’ la coleccién de transformaciones en filas y E¢ las
transformaciones en columnas. Entonces:

I, =FE/(A)=F-A, con F=F/(I,).
I,=E°(A)=A-C, con C = E“(I,).

Para nuestra matriz A tendriamos:

13 -2 100 1 3 -2 10 0
24 0010 |~[0 -2 4 -210]|~
35 100 1 0 -4 5 -3 0 1

13 —2 1 0 0

01 -2 1 —1/2 0|~

00 1 -1/3 2/3 —1/3

1 30 1/3 4/3 —2/3 1 00 —2/3 —7/6 4/3
010 1/35/6 —2/3|~|010 1/3 5/6 —2/3
001 —1/3 2/3 —1/3 001 —-1/3 2/3 —1/3



