Tema 1

Estructuras Algebraicas

Definicién 1 Sea A un conjunto no vacio. Una operacidon binaria (u operacion interna) en A es
una aplicacion
x: AxA— A

Es decir, tenemos una regla que a cada par de elementos x, y de A les asocia un unico elemento de A,
denotado por x xy.

Un conjunto con una o mds operaciones internas se llama dlgebra binaria, estructura algebraica
o sistema algebraico, y se denota (A, *,#,...).

Las estructuras se caracterizardn atendiendo a las propiedades que verifiquen las operaciones definidas
en el conjunto.

Ejemplos: Las siguientes son estructuras algebraicas
1' (Za +)u (Q7 +)7 (R7 +)
2. (Zu')a (Qu')7 (R>)

3. El conjunto de matrices de orden 2 con coeficientes enteros (racionales o reales) con la suma o el
producto de matrices.

4. La composicién es una operacién interna en X~ siendo X~ = {f : X — X/ f aplicacién }

5. En R* =R — {0}, la regla = x y = x/y define una operacién interna, mientras que en Z* = Z — {0},
x*y=x/yno lo es.

6. En N, 2 xy = (un nimero natural menor que z, y) no es una operacién, pues * no es aplicacion.

Si el conjunto A es finito, A = {a1,a2, - ,a,}, una operacién binaria en A puede definirse mediante
una tabla:
* al e aj e an
ai ay * ap ay * a; ai * Qp
a; a; * a; a; * a; a; * a
G ay * a1 ap * a; Ay *

Ejemplo: Sea S; el conjunto de permutaciones de tres elementos, S3 = {1,«, 3,7, d,€}. Definimos en
S3 la operacion o dada por la siguiente tabla:



2 TEMA 1. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS
o 1 e B 5 ) €
b
1= <Z b ) o= (Z Z) 1 1 « 1] y ) €
) «a e 1 0 € B 2
a c a c
ﬁ = <b o C) v = (b a) ﬁ /6 Y 1 (0% € (S
y y I6} € 0 1 @
5= (a b c) e — ( b c) 5 5 € o 1 y 8
c a b c b a
€ € 1 1] «@ 1
Nota § = a0 3.

Definicién 2 Sea (A, *) una estructura algebraica. Se dice que

1

2.

. La operacion interna * es asociativa si (a*b) xc=ax (bxc), Va,b,c € A.
La operacidn interna * es conmutativa si axb=>0bxa, Va,b e A.

La operacidn interna tiene elemento neutro si Je € A tal queaxe=a=exa, Va € A.

Si * tiene elemento neutro, es unico.

En efecto, si e, e’ son neutros de *, entonces e =exe’ =¢€'.

Supuesto que exista elemento neutro e, un elemento a € A tiene simétrico (o inverso) si 1a’ € A
tal que axa’ =e=a *a.

Si * es asociativa y a tiene inverso, éste es Unico.

En efecto, si o' y a’ son inversos de a, o’ =a' xe=a'*x(axa”) = (a' xa)*xa”’ =exa” =a". Fl

inverso de a se representa por a”l.

Un elemento a € A es regular o simplificable si

Vbce A (axb=axc=b=c)y(bxa=c*xa=b=c).

Si * es asociativa y a tiene inverso, a es simplificable.

Un elemento a € A es idempotente si a x a = a.

7. La operacién * es distributiva respecto a otra operacién interna # en A si, Va,b,c€ A

a * (b#c) = (a*b)#(a * c) Y (b#c) xa= (b*xa)#(c*a)

Notacién Sea (A, x) una estructura algebraica.

1. Si * es asociativa, se puede escribir a * b * ¢ en lugar de a % (b * ¢), pues (a*b) xc = a* (b*c).
En general, escribiremos ai * as * - - - % a,, pues se operan agrupandolos de dos en dos de cualquier
forma (manteniendo el orden de los elementos).

(n .

2. El elemento a x a * - - - x a se escribe a™.

3. Con notacién aditiva, el simétrico de un elemento a se llama opuesto y se representa por —a, y
a+a-+ o + a puede denotarse na.

Ejemplos:
1. En (N, +), (Z,+), (Q,4), (R,+), (Z,-), (Q,"), (R,-) las operaciones indicadas son asociativas, con-

mutativas y - es distributiva respecto a +.
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2. Sea X un conjunto. En P(X) la unién y la interseccién son operaciones internas, asociativas,
conmutativas, tienen elemento neutro () y X, respectivamente), y ese elemento es el tinico simplifi-
cable e inversible con la operacién correspondiente. Ademas, la unién es distributiva respecto a la
interseccién y viceversa.

3. En XX = {f : X — X/faplicacién} la composicién es una operacién interna asociativa, no
conmutativa, donde el elemento neutro es la aplicacién identidad de X y sélo tienen inverso las
aplicaciones biyectivas.

4. En N, la operacién n * m = n(n + m) no es asociativa, ni conmutativa.

5. En el conjunto de cadenas finitas de 0’s y 1’s la concatenacién es una operacién interna, asociativa,
no conmutativa y la secuencia vacia es el elemento neutro.

1.1 Grupos

Definicién 3 Un grupo es una estructura algebraica (G, *) tal que la operacion binaria * verifica:
1. * es asociativa
2. * tiene elemento neutro
3. todo elemento de G tiene simétrico.

Si, ademds, * es conmutativa se dice que (G,*) es un grupo conmutativo o abeliano (en honor al
matemdatico noruego Niels Henrik Abel, 1802-1829).

Ejemplos: Las siguientes estructuras algebraicas son grupos.

1. (Z,+), (Q,+), (R, +), (Zy,+).

Recordemos que en el conjunto Z se defini6 la relacion “ser congruente médulo m”, =,,, para un
entero m > 1, de la forma

Va,beZ, a=pb<sa—b=1m<< 3k € Z tal que a — b= km.

Esta relacién permite definir en el conjunto cociente Z/ =,,= Z,, las operacién suma mddulo

m: [a]+[b] = [a + b], con a,b € Z sin que dependan del representante elegido, puesto que, para
cualesquiera a, b, a’ y b’ ntimeros enteros de modo que [a] = [a’] y [b] = [b] se tiene que
[a] = [d'] & a—ad' =kim, con k) €Z

b=[]=b-V =kym, conky €Z }:>(a+b)_(a/+bl):(a_a/)-i-(b—b/):(kl—i—kg)m

y, por tanto, [a] + [b] = [a + b] = [@’ + V'] = [a'] + [V'].

2. (Q*a ) (R*a ')a (Z;7 ) con p pI‘iIIlO.
La relacién =, también permite definir en el conjunto cociente Z, la operacién producto médulo
p: [a]-[b] = [a - b], con a,b € Z, sin que dependan del representante elegido, puesto que, para
cualesquiera a, b, ¢’ y b’ nimeros enteros de modo que [a] = [a’] y [b] = [b] se tiene que
[a] =[d]| & a—a' =kip, con ky € Z a-b—a' -b=kbp,
b =[] & b—b = kap, con ks €Z a -b—a b =kedp,
y, por tanto, a-b—a’ -0 =(a-b—a' -b)+ (a'-b—a’ V) = (kib+ k2a’)p; luego

[a] - [B] = [a - b] = [a" - V] = [a] - [V'].
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Ademéds, para cualquier [a] € Ly, 0 < a < p, como p es primo m.c.d.(a,p) = 1y, por tanto,
1= aa+ Bp, con «, B € Z. Tomando clases en la expresién anterior, se tiene que

(1] = [aa + fp] = [e][a] + [B][p] = [a][a] + [][0] = [a][a] = [1] = [a][al,
por tanto [a] = [a] 1.

3. El conjunto de matrices de orden 2 con coeficientes enteros (o reales) con la suma es un grupo
conmutativo.

4. (S3,0), con la operacién dada anteriormente.

Proposicién 1 En un grupo (G, *) se verifica:
1. El elemento neutro es unico (suele denotarse por e).
2. El simétrico de un elemento g de G es tnico (se escribe g~ *).
3. Para cada g € G, (g71) L =g.
4. Dados g,h € G, (g*h) L =h"txg L.
5. Todo elemento de G es simplificable.
6. Para cualesquiera g,h € G, la ecuacion g x x = h (también, x x g = h) tiene solucion dnica en G.
7. El neutro es el unico elemento idempotente de G.

8. Cada elemento de un grupo finito aparece exactamente una vez en cada fila y en cada columna de
la tabla de la operacion del grupo.

(Demostracion.)

Nota. Cuando la operacién del grupo es + (adicién), el grupo se dice aditivo, el elemento neutro se
denota por 0 y el simétrico de a se escribe —a.

Definicién 4 Sean (G1,x*) y (Ga,0) dos grupos. Consideremos, en el conjunto G1XxGa, la operacidn
interna (z,y)-(2',y") = (x*xa’,yoy'). Se verifica que (G1xGa,-) tiene estructura de grupo, que llamaremos

el grupo producto de (G1,*) y (Ga, o). Observemos que su neutro es (e, e’); y para cada (z,y) € (G1 xG2)

su simétrico es (x,y)~ ! = (x= 1 y71).

Ejemplos: Otros ejemplos de grupos:
1. G = {e} se llama grupo trivial.

2. Sean H = {0,2} CZyy H ={0,1} C Z4. Se verifica que H, con la suma definida en Zy4, es grupo,
sin embargo, H'; no lo es.

3. Sean H ={1,6} C Z; y H' = {1,5} C Z7. Se verifica que (H,-) es grupo pero (H',-) no lo es.

4. Sean H = {1,a} y H' = {1,v,6} dos subconjuntos de S3. Se verifica que (H,o) es grupo, sin
embargo (H', o) no lo es.
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1.2 Anillos

Hemos utilizado estructuras en las que hay dos operaciones, como la suma y el producto en Z. El objeto
mas bésico de este tipo es un anillo, cuyos axiomas son bastante parecidos a los axiomas aritméticos de
los enteros, aunque ligeramente mas débiles; y, por lo tanto, méas generales.

Definicién 5 Un anillo es un conjunto A en el que hay definidas dos operaciones binarias + y - que
cumplen los aziomas siguientes:

1. (A, +) es un grupo conmutativo

2. - es asociativa

3. - es distributiva respecto a +.

Nota. Las operaciones + y - se llaman suma y producto en el anillo (aunque pueden ser diferentes
de la suma y producto usuales). El elemento neutro para + se representa con el simbolo 0 (elemento
cero) y el simétrico aditivo de a se escribe —a y se denomina opuesto de a.

Si la operacién - es conmutativa se dice que A es un anillo conmutativo. Si existe neutro para - se
dice que A es un anillo unitario y el neutro se denota por el simbolo 1 (elemento uno).

Ejemplos:
1. (Za +a ')a (Q7 +7 ')7 (R7 +7 ')7 (Zm7 +7 )

2. El conjunto de matrices 2 x 2 con coeficientes enteros (o reales) con la suma y producto de matrices.
Este anillo no es conmutativo, pero si es unitario.

3. (Z,®,®) con @ y ® definidas, para cada par de nimeros enteros x,y por
roy=r+y—1, rRy=xt+y-—uy,

es un anillo conmutativo y unitario en el cual el neutro para & es el nimero entero 1 y el neutro
para ® es el nimero entero 0.

4. En A = {a,b,c,d, e} se define las operaciones + y - dadas por la tablas siguientes

+ a b c d e . a b c d e
a a b c d e a a a a a a
b b c d e a b a b c d e
c c d e a b c a c e b d
d d e a c d a d e c
e e a c d e a e d c b

Es un anillo finito conmutativo y unitario. El elemento a es el neutro para la suma, mientras que
b es el neutro para el producto.

A partir de aqui, consideraremos que (A4, +,-) es un anillo.
Proposicion 2
1. Para todo elemento a € A se verifica que 0 =0-a =a-0.

2. Si A es unitario y A # {0} entonces 0 # 1.
En efecto, para a 20, a-1=a#0=a-0, por lo tanto 0 # 1.

3. (—a)-b=—(a-b) =a-(-b), Va,b e A.
4. (—a)-(=b)=a-b, Va,b € A.

(Demostracion.)
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1.3 Divisores de cero y unidades. Dominios y cuerpos

Definiciéon 6 Un elemento a de un anillo A se llama divisor de cero si existe un elemento mno nulo
beAtal quea-b=06b-a=0. Cuando a # 0 se denomina divisor de cero propio.

Un elemento a de un anillo unitario A se llama inversible (o unidad) si a posee inverso multiplica-
tivo, es decir, si existe un elemento b € A tal quea-b=1=1"b-a.

Observacion 1 Con la notacion anterior, si a es unidad el elemento b es unico, se denomina inverso
de a y se representa por a~l. Se denota por U(A) el conjunto de los elementos inversibles del
anillo A, que es un grupo con la operacion producto, llamado grupo multiplicativo de A.

Ejemplos:
1. Z no tiene divisores de cero propios y U(Z) = {1, —1}.
2. En R no hay divisores de cero propios y U(R) = R — {0}.

3. En Z, un elemento [a] es inversible si, y s6lo si, m.c.d.(a,m) = 1.

Para cualquier [a] € Z%,, 0 < a < p,

m.c.d.(a,m)=1 & 1=aa+ fm,cona, fE€Z
& [1] = [aa+ pm] = [o] - [a] + [8] - [m] = [a] - [a] + [0] = [a] - [d]

De este hecho se deduce, por ejemplo, que el cardinal de U(Z,,) es ¢(m)'. Asf U(Zg) = {1,3,5,7}.

4. En el conjunto de matrices cuadradas de orden 2 con coeficientes reales, la matriz B es un divisor
de cero, y las matrices inversibles son aquellas cuyo determinante es no nulo; por ejemplo, D es

inversible.
2 4 2 3
2=(55) 2= 3)

5. En el anillo A = {a,b,¢,d, e} del apartado 4 de la seccién de ejemplos anterior, todo elemento no
nulo es inversible.

Observacién 2 Si [a] € Z%,, 0 < a < p, y m.c.d.(a,m) = d # 1, entonces a = a1d y m = mad con
a1, my €Z ym.c.d.(ag,m) =1. Asi

[a] - [ma] = [ama] = [ardmi] = [a1m] = [0],
es decir [a] es un divisor de cero.

Proposiciéon 3 Seaa € A, a # 0.
1. El elemento a es un divisor de cero si, y solo si, a no es simplificable para el producto.
2. Si a es un elemento inversible, a no es divisor de cero.

(Demostracion.)
Los conceptos de divisor de cero e inversible conducen a dos tipos importantes de anillos: los dominios
y los cuerpos.

1Recordemos que dado un ntimero natural m, se designa por ¢(m) al nimero de enteros positivos r que no exceden a m
y son primos con m. Su expresién es: ¢(m) = [{0 < < m | m.c.d.(r,m) = 1}|. La funcién ¢(m) se denomina funcién ¢
de Euler. Claramente ¢(1) =1, ¢(2) = 1y, en general, si p es un primo, todos los enteros menores que p son primos con p,
asf que ¢(p) = p — 1. De hecho, si p es un primo y r un natural, ¢(p”) = p" " L(p — 1).
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Definicion 7 Un anillo conmutativo unitario A, se denomina

1. dominio de integridad (o, simplemente, dominio) si el inico divisor de cero es el elemento cero
se A;

2. cuerpo (conmutativo) si todo elemento distinto de 0 tiene inverso (es decir, U(A) = A — {0}).

Observacion 3 Un cuerpo es un dominio. En efecto, si a-b=0 con a # 0 en un cuerpo K entonces
existe a”' € K y por tantob=a"'-a-b=a"1-0=0.

Sin embargo, no todos los dominios son cuerpos, por ejemplo Z el anillo de los numeros enteros es un
dominio pero mo es cuerpo ya que, por ejemplo 2 no tiene inverso multiplicativo.

Proposicion 4 El anillo de enteros modulo n, Z,,, es un cuerpo si y solo si, n es un numero primo.

Demostracién. Veamos en primer lugar que Z,, cuerpo implica que n es un niimero primo. Haremos un
razonamiento por contradiccion.

Supongamos que n no es un nimero primo. con a y b enteros estrictamente menores que n. En Z,,,
tenemos que [a][b] = [ab] = [n] = [0]. Si Z,, fuese un cuerpo, necesariamente [a] = [0] o bien [b] = [0]. Pero
eso se cumple si n | @ o n | b lo que contradice la hipdtesis.

Veamos ahora que si n es primo entonces Z,,, es un cuerpo. Para ello, probaremos que todo elemento
no nulo tiene inverso multiplicativo. En efecto, consideremos [m]| € Z, con m < n. Por ser n primo
tenemos que m y n son primos entre si y por tanto existen enteros tales que 1 = am + bn, de donde
[1] = [a][m] + [b][n] = [a][m] + [b][0] = [a][m]. Luego [m] tiene inverso en Z,. O

Ejemplos:
1. (Q,+,) v (R, 4+, ") son cuerpos.

2. Dado a € Zy,, a # 0, si m.c.d.(a,m) = 1 entonces a es inversible en Z,,, si m.c.d.(a,m) # 1,
entonces a es divisor de cero. En consecuencia, Z,, es cuerpo si, y sélo si, Z,, es un dominio si, y
solo si, m es primo.

3. El conjunto de las matrices de orden 2 con coeficientes en Zs de la forma ( _xy z > €s un cuerpo.

1.4 Caracteristica de un cuerpo
Sea (K, +,-) un cuerpo. Puede ocurrir que:

1. Exista el menor entero positivo n € N para el cual 1+ .41 =0. En este caso, es un nimero primo
(por ejemplo, cuando K es finito) y diremos que la caracteristica de K es el primo n.
Ademsds, Vx € K, x # 0, x+ Soyr=0.

2. En otro caso, 1+ "+ +1 # 0, ¥n € N (por ejemplo, @, R 6 C). En este caso se dice que K es un
cuerpo de caracteristica 0.

Ademés, Vo € K, 2 20y Vn e N, a+ -~ 4z # 0.
Ejercicio. Si K es un cuerpo de caracteristica p # 0, (z + y)? = 2P + yP.
Observacién 4 Si K es un cuerpo finito de caracteristica p, entonces |K| = p™, para algin entero

positivo n. Reciprocamente, para cualquier entero positivo n, existe un cuerpo finito de cardinal p™. En
la construccion de estos cuerpos se utilizan polinomios con coeficientes en el cuerpo Zy.
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Para senalar que dos estructuras algebraicas son esencialmente andlogas se dice que son homomorfas

(semejantes en las formas).

La idea se concreta recurriendo a una aplicaciéon entre los conjuntos que

conserve las operaciones definidas en ellos.

Definicién 8 Sean (A, x), (B, #) estructuras algebraicas y f : A — B una aplicacion. Diremos que f es

un morfismo si f(a; * az) =

fla1)#f(az2) para todos a1, as € A.

Si f es inyectiva, se llama monomorfismo; si es sobreyectiva, epimorfimo, y si f es biyectiva, isomor-

fismo. En este dltimo caso se

dice que (A, x) y (B,#) son estructuras isomorfas.

Ejemplos:
1. f:(N,+) = (Z,4), con f(x) = —x es un monomorfismo.
2. f:(Z,+) = (Zm,+), con f(x) = [z] es un epimorfismo.

4 (P(X),N

. f
ft=1r

—

(X

3. f:(R,+) — (RT,), con f(x) = exp(z) es un isomorfismo y f~1(z) = Ln(z).
) — (P

),U) con f(Y) = Y*° (complementario de Y en X) es un isomorfismo y

Proposicién 5 Sea f: A — B un morfismo.

1. Si f es un isomorfismo, entonces f~1 es un (iso)morfismo.

2. La composicion de morfismos es un morfismo.

(Demostracion.)

En el caso particular de que las estructuras algebraicas que intervienen sean grupos, se tiene la

siguiente definicién.

Definicién 9 Sean (G, *) y (G',#) dos grupos. Una aplicacion | : G — G’ se denomina morfismo de
grupos si | conserva la operacién. Es decir, f(g1* g2) = f(g1)#f(g2) para todos ¢1,¢92 € G.

Proposicién 6 Sea f: G — G’ un morfismo de grupos

1. f(e) = ¢, siendo e y €' los elementos neutros de G y G', respectivamente.
2. flg7Y) = f(g9)~*, para todo g € G.

3. Im(f) = f(GQ) es un grupo, Im(f) C G.

4. Ker(f) ={g € G/ f(g) = €'} es un grupo, Ker(f) C G.

)

. [ es inyectiva si, y sélo

(Demostracion.)
Ejemplos:

si, Ker(f) = {e}.

1. f:(R,+)— (RT,-), con f(x) =e® es un isomorfismo y f~1(x) = Ln(z).

2. f:(Z,+) = (Zm,+), con f(x) = [z] es un epimorfismo.

3. El morfismo de grupos f : (Z4,+) — (Z%,-), con f(1) =2, es un isomorfismo.

Definicién 10 Sean (A, +,)
anillos si para todos a1, as €

y (B,+,-) anillos. Una aplicacién f: A — B se denomina morfismo de
A se verifica

1. f(a1 4+ a2) = f(a1) + f(az) (es decir, es morfismo de grupos)
2. fla1-az) = f(a1) - f(az).
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Proposiciéon 7 1. f(04) =0p.
2. f(—a)=—f(a),Va € A.
3. f es inyectiva si, y sdlo si, Ker(f) = {04}.

4. Sean A un cuerpo y f: A — B un morfismo de anillos. Si f # 0 entonces f es un morfismo de
anillos inyectivo.

(Demostracion.)
Ejemplos:
1. f:Z — Zp, con f(x) = [z] es un epimorfismo.

2. f:Z — Zg, definida por f(2n) =0, f(2n+ 1) = 3 es un morfismo de anillos, ambos son unitarios,

pero f(1) # 1.

3. f:7Z4 — Zs, definida por f(a) = a® no es un morfismo de anillos, pues conserva el producto, pero
no la suma (por ejemplo, f(2+3) # f(2) + f(3)).

4. f:7Z4 — Zs, definida por f(a) = 2a no es un morfismo de anillos, pues conserva la suma, pero no
el producto (por ejemplo, f(1-2) # f(1)- f(2)).

Observacion 5 La definicion de morfismo de cuerpos es la misma que la de morfismo de anillos, es
decir, una aplicacion entre cuerpos que conserva las operaciones. Por la Proposicion 7, apartado 4, todo
morfismo de cuerpos es el morfismo nulo o es inyectivo. Si f : K — K’ es un morfismo no nulo, entonces
f: K —{0} — K’ — {0} es un morfismo de grupos (con el producto) y, en consecuencia, f(1x) = 1k

y fla™h) = (f())~"



