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Variables aleatorias unidimensionales

Mario Francisco Estadistica |



Definicidn de variable aleatoria

Estadistica |

Mario

Francisco Deflnl .On

Definicién de Dado un experimento aleatorio, con espacio muestral asociado
variable

aleatoria Q, una variable aleatoria es cualquier funcién, X,

X:Q—R

que asocia a cada suceso elemental un nimero real, verificando
que, para cualquier nimero real r, es un suceso el conjunto

{w € Q tales que X(w) < r} = X1 ((—o0,r])
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=3 Definicidn de variable aleatoria

Estadistica |

Ejemplo 1

Mario

FENEEL Se examinan las piezas producidas por una maquina.
ST Representando por D el resultado “la pieza producida es
iabl, ” . ey
re defectuosa”, sobre el espacio muestral Q = {D, D} puede
definirse la variable aleatoria X :

‘ 1 si w=D
nl‘ea;orin; X(W) - { 0 Si w = 5
continuas
Transformacion| . . —1 .
de variables X es una variable aleatoria ya que X~ *((—o0, r]) es un suceso:
aleatorias
Caracteristicas ¢ r< O

X H(=o0,l)={ {D} 0<r<1
Q r>1
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Definicidn de variable aleatoria

Estadistica |

Mario
Francisco

Definicion de Propiedades |

variable

aleatoria @ Si X es una variable aleatoria definida sobre un espacio
Vagables muestral Q0 y ¢ es una constante cualquiera, cX es una
variable aleatoria sobre el mismo espacio.

aleatorias @ Si X e Y son dos variables aleatorias, su suma X + Y y su
continuas oy o o
e producto XY son también variables aleatorias.

© En general, cualquier funcién medible de variables
aleatorias es también una variable aleatoria.
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Definicién de
variable
aleatoria

aleatorias
continuas

Transformacion|
de va S

aleatorias

Caracteristicas

Definicidn de variable aleatoria

Funcién de distribucion de una variable aleatoria

La funcién de distribucion de una variable aleatoria X es una
funcién real que a cada nimero real x le asocia la probabilidad
de que la variable tome valores menores o iguales que dicho
nimero, esto es:

F(x) = P(X < x) =P ({w € Q tales que X(w) < x})
= P(X™* ((=00,x]))

La definicidon de F esta garantizada porque el conjunto
X1 ((—c0,x]) es un suceso.
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Definicidn de variable aleatoria

Estadistica |

Mario

e Propiedades de la funcién de distribucién ‘
Wbl O 0 < F(x) < 1.

aleatoria

@ F es no decreciente (x1 < x2 = F(x1) < F(x2)).
Q F(+x)=1 ( lim F(x) = 1) .

VEUELIES

aleatorias

Va s

aleatorias

continuas 0 F(_OO) = 0 < I|r1] F(X) = 0) .
Transformacion|

(rl(,- variables o F es continua por la derecha
F(x*) = lim F(x+h) = F(x) ).
(Ft) = iy )= ()

aleatoria

Mario Francisco Estadistica |



Variables aleatorias discretas

Estadistica | 0 o oz
stadistica Definicién ‘

Mario

Francisco Una variable aleatoria discreta es aquella que sélo puede tomar
valores dentro de un conjunto finito o infinito numerable.

Definicién de
variable
aleatoria

V.

Ejemplos |

clisiate @ En un proceso de control de calidad se analiza el

discretas

P porcentaje de piezas defectuosas fabricadas, asociando
alestons “pieza defectuosa” con 1y “pieza no defectuosa” con 0.
Transformacién @ Lanzar dos dados de seis caras equiprobables, se considera
Sleatoras. como variable la correspondencia que asocia a cada
Caracteristicas resultado la “suma de los valores aparecidos” .

d

@ “el nimero de conexiones a Internet a lo largo de un

mes”, “el nimero de piezas producidas antes de la primera
defectuosa”, etc.
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Variables aleatorias discretas

Estadistica |

Mario

Francisco Funcién de masa de probabilidad de una variable aleatoria disc- |
reta

Definicién de
variable

s @ Sea X una v.a. discreta que toma los valores x; con
Variables pi = P(X = x;), con >, pi = 1. Se denomina funcién de

aleatorias

discretas masa de probabilidad o funcién de probabilidad de X a la
Variables funcién que asigna a cada x; su probabilidad p;.

aleatorias

continuas @ La funcién de distribucién de una variable discreta es:
Tmnsf(nnmfﬁi(’)n F(X) — P(X S X) — EXI.SX p’

de va
aleatorias

@ La funcién F es escalonada, no decreciente, con saltos de
discontinuidad en los puntos x;. El valor del salto en x;
coincide con la probabilidad, p;, de dicho valor.

Caracteristicas

Mario Francisco Estadistica |



Variables aleatorias discretas

Estadistica | 2
Ejemplo 1 |
Mario
AL Sea X = “suma de los puntos obtenidos al lanzar dos dados”,
Definicion de la funcién de masa de probabilidad es:

variable

aleatoria

1
Vs po= PX=2)=P{(L,1}) =5

discretas

2
:1;:;?:.: P2 = 'D(X = 3) - P({(1,2), (2> 1)}) - %

continuas 3

Tmnsfonﬂ;:idn p3 = 'D(X — 4) — P({(Z, 2)7 (173)7 (37 1)}) - %

Caracteristicas
de una
VELELI]
aleatoria
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Variables aleatorias discretas

Estadistica | E_] em plO 1 ‘

Mario

Femdes Su funcién de distribucién es:

S 0 sb x<2
Hleatorta 1/36 si 2<x<3
tet 3/36 si 3<x<4
discretas 6/36 Si 1< x<5b
Variables 10/36 si b<x<6

aleatorias

15/36 si 6<x<7
B Fi = P(X <x) = 21?36 si 7<x<8
- 26/36 si 8<x<9
o 30/36 si 9<x<10
33/36 si 10 < x < 11
35/36 si 11 <x <12
1 si x>12

Mario Francisco Estadistica |



Variables aleatorias continuas

Estadistica |

Mario Y
Francisco Def|n|c|0n |
PN Una variable aleatoria continua es aquella que toma valores en
variable uno o varios intervalos de la recta real.

aleatoria

o

Ejemplos |

Variables @ “la hora de llegada de un profesor a su despacho”.

aleatorias ) g
continuas @ “la duracién de una llamada telefénica”.

Transformacion|

de variables @ ‘la cantidad de lluvia caida por metro cuadrado en una
aleatorias - "
e determinada zona".

Caracteristicas

o ‘la superficie de planchas metdlicas producidas en una
factoria”.
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Variables aleatorias continuas

Estadistica |

Mario Funcién de densidad de una variable aleatoria continua |
rancisco

@ Dada una variable aleatoria continua X su funcién de
Definicién de a oz a
e densidad es la funcidén real de variable real:
aleatoria
. P(x—h< X<x+h
f(x)= lim ( == )
h—0+ 2h

Variables
aleatorias

continuas . . .y .
I @ De la definicidn anterior, se deduce que
ransrormacionj dF(X)
de vz 5 = / —
aleatorias f(X) F (X) dx
Caracteristicas @ Dada una variable continua X, con funcién de densidad f,

su funcion de distribucién es
F(x) = P(X < x) = [* _f(t)dt

Mario Francisco Estadistica |



Variables aleatorias continuas

Estadistica |

LEE Propiedades de la funcién de densidad |
Francisco

et Q f(x) >0, —00 < x < o0. El conjunto de valores donde
variable f(x) > 0 se llama soporte de X.

aleatoria
(2) ffcoo f(x)dx = F(+00) =1
_ © P(a< X < b)= [Pf(t)dt = F(b) - F(a)
Zuzra?:rlﬁss Q F(xp) = P(X < xp) mide el drea de la regién limitada por
I la funcién de densidad, el eje de abscisas y la recta x = xg.
‘(I(:V{v;nidbrlos e P(X — XO) _ [;;0 f(t)dt _ 0

Caracteristicas @ En general, cualquier funcién real que verifica las

de una

e propiedades 1 y 2 es la funcién de densidad de alguna
variable aleatoria continua X.
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Definicién de
variable
aleatoria

Variables
aleatorias
continuas

Transformacion|
de variables
aleatorias

Caracteristicas
de una
VELELI]
aleatoria

Variables aleatorias continuas

Ejemplo 2

Un profesor llega cada dia a su despacho con igual probabilidad
entre las 8 y las 9 horas. jCual es la funcién de densidad de la
variable X = “hora de llegada al despacho”? ;Cudl es la
probabilidad de que llegue antes de las ocho y media?

Se trata de una variable continua con funcién de densidad de X

= 1 si 8<x<9
f(X):{o i x¢(809)

La probabilidad de que llegue antes de las ocho y media es:

8’5
P(X <85) = / ldx =05
J8
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Variables aleatorias continuas
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Mario
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Ejemplo 3 |

Dada una variable aleatoria continua con funcién de densidad

Definicién de

variable 2 0

aleatoria . 3X /8 SI O S X S 2
: f(x)_{ 0 six¢(0,2)

su funcién de distribucidn es:

Variables
aleatorias

continuas 0 Si X < O
de variables | Fx)={ x*/8 si0<x<2
aleatorias 1 Si X > 2

Caracteristicas
de una

variable La probabilidad de que Ia2 variable tome valores entre 1’5 y 2:
P15 < X < 2) =[5 35 dt = 0578
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Definicién de
variable
aleatoria

VEUELIES

aleatorias
continuas

Variables aleatorias continuas

Ejemplo 4 |

En el caso de la variable “duracién de una llamada de
teléfono”, se puede proponer como funcién de densidad:

e six >0
f(X)_{ 0 six<O0

Su funcidn de distribucién es:

1—e™* six >0
F(X)_{ 0 six<0
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Definicién de
variable
aleatoria

Variables
aleatorias
continuas

Transformacion|
de va
aleatorias

Caracteristicas
d

Variables aleatorias mixtas

Definicién

Una variable que tome unos valores puntuales con probabilidad
dada, y el resto de los valores los tome dentro de uno o varios
intervalos siguiendo una determinada funcién de densidad, se
dira que es una variable aleatoria con distribucién mixta.

A

Comentario

Por simplicidad, en la definicién anterior se estd usando el
concepto de funcién de densidad en un sentido amplio, pues, si
una variable sigue un modelo mixto de distribucién, es evidente
que la probabilidad acumulada en los intervalos en que ésta se
comporta de modo continuo (igual al valor de la integral de la
funcién de densidad en dichos intervalos) es inferior a la unidad.

v
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Variables aleatorias mixtas

Estadistica |

Ejemplo 5

Mario

Francisco Se define la variable mixta X que toma los valores —1 y 0, con
et probabilidades respectivas 0’1 y 0’2, y que toma valores en el
il intervalo (1,2) de acuerdo con la funcién de densidad

k(2x — 1) si 1,2
f(x){ (2x —1) sixe(1,2)
0 en otro caso

Variables
aleatorias
continuas

El valor de k = 0’35 verifica que la suma de todas las
probabilidades es 1, obtenido resolviendo:

Transformacion|

Caracteristicas

Variabe 1 = P(X=-1)+P(X=0)+P(X€(1,2)
aleatoria

2
0'1 +0'2—|—/ k(2x — 1)dx
1
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Definicién de
variable
aleatoria

Variables
aleatorias
continuas

Caracteristicas
de una
VELELI]
aleatoria

Razdn de fallo de una variable continua

Definicion

Sea T la variable aleatoria “tiempo de vida de una componente
o sistema”, y sea F(t) su funcién de distribucién. La funcién
de fiabilidad o de supervivencia de la variable aleatoria T es:
R(t)=P(T >t)=1- F(t), t>0

A

Definicion

La razén de fallo de una componente o sistema es la proporcién
de unidades que fallan en un intervalo de tiempo (t, t + dt),
con respecto a las que siguen funcionando en t. Esto es:

f(t) R'(t)

"= R~ R

Mario Francisco Estadistica |



Razdn de fallo de una variable continua

Estadistica |

Mario
Francisco

Ejemplo 6 |

Dada la variable aleatoria con funcion de densidad

Definicién de
Heatora 24t2 exp(—(2t)3) sit >0
f(t) =
s 0 en otro caso

sus funciones de fiabilidad y razén de fallo son:

Variables
aleatorias

continuas 3 5

5 exp(—(2t)?) sit>0
Mgt B A=) { 0 en otro caso
uléat‘ul ias
G f(t) 24t2 sit>0
varial)lg h( t) = =, N =
aleatoria (1) 0  en otro caso

Mario Francisco Estadistica |



Razdn de fallo de una variable continua

Estadistica | .
Ejemplo 7 |

Mario

Francisco Si la duracién de una componente electrénica es una variable
BT T aleatoria T, con funcién de densidad

variable

It F(t) = { ae ™ sit>0
aleatorias 0 en el resto
i sus funciones de fiabilidad y razén de fallo son:
continuas

R(t)=1— F(t) = e~
aleatorias

S— ey = FO

La razén de fallo es constante y la variable no tiene memoria.
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E=Y  Transformacién de variables aleatorias

Estadistica |

@ En general, si Fy es la funcién de distribucién de la nueva
variable transformada, Y = g(X), se tendra:
Fy(y) = P(g(X)<y)=P (X € g ((=o0,]))

@ Si X es discreta con valores x; y probabilidades p;, la
nueva variable, Y = g(X), es también discreta, con
funcién de masa de probabilidad:

P(Y =yj) = P(g(X) =y;) = ZP(X’ tal que g(x;) = ;)

1

Mario
Francisco

Transformacidn
de variables

aleatorias @ Si X es continua con densidad fx y g es continua y
mondtona, con inversa g ', la densidad de Y = g(X), es
dg—(v)

) = il 00)| )

Mario Francisco Estadistica |



Transformacidn de variables aleatorias

Estadistica |

i) Ejemplo 7

Francisco

Calculemos la funcién de densidad de la variable
Definicién de . . .
variable Y = g(X) = aX + b, siendo X una variable continua con
aleatoria o .

funcién de densidad fx.

Y —b dg~t 1
X:g_l(Y): é’ g (y)‘_ -
aleatorias a dy a
continuas
M Por tanto, la funcién de densidad de la variable transformada

aleatorias Y es

Caracteristicas
de una
VELELI]
aleatoria
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Transformacidn de variables aleatorias

Estadistica |

Mario

Francisco
Ejemplo 7 ‘

Asi, si
e X six>0
fx(x) = { 0 en el resto

—b
exp<y> siy>b
a a

Transformacidn ‘ —
en el resto

se tiene que:

de variables
aleatorias

Mario Francisco Estadistica |



E=X  Transformacién de variables aleatorias

Estadistica |

Mario
Francisco

Si la funcién g no tiene una lnica inversa, sino que posee un
nimero finito de inversas g '(y), la funcién de densidad de a
nueva variable Y = g(X) se obtiene mediante la expresién:
fo 71 dg ( )
Transformacidn dy

de variables
aleatorias

Mario Francisco Estadistica |
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Transformacidn
de variables
aleatorias

Transformacidn de variables aleatorias

Ejemplo 8

La densidad y distribucién de ¥ = g(X) = X?, con X una

variable continua con densidad fx y distribucidn Fx se calculan

de la siguiente manera:

y=x"=x=2/y=g')=t/, &' ()=—Vy

dg; '(y)

1 dgy'(y) 1

dy 2./’ dy 2./y

Mario Francisco

Estadistica |




Transformacidn de variables aleatorias

Estadistica |

e Ejemplo 8 ‘

Francisco Por tanto se conc|uye que

Definicién de
variable

aleatoria fY (Y)

Variables
aleatorias
continuas

Transformacidn
de variables
aleatorias

Caracteristicas
de una

VELELI]
aleatoria
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Caracteristicas de una variable aleatoria

Definicidon

Sea X una variable aleatoria discreta que toma los valores x;
con probabilidades p;. Supuesto que ). |x;| p; < 0o, se define
la media, valor esperado o esperanza matematica de la variable
X como el niimero real: p = E(X) =) .x;pj

Definicidon

Sea X una variable aleatoria continua con funcién de densidad
f. Supuesto que [*_|x| f(x)dx < oo, se define la media, valor
esperado o esperanza matematica de la variable X como el

ndmero real: p = E(X) = [7_ xf(x)dx

Mario Francisco Estadistica |




Caracteristicas de una variable aleatoria

Estadistica |

Mario
Francisco

Propiedades de la esperanza |

Q@ E(aX+b)=aE(X)+b

Q@ E(X+Y)=EX)+E(Y)

© Si X es discreta con valores x;, y probabilidades p;, la
media de Y = g(X) es: E(Y) = E (g(X)) =) g(xi)pi

@ Si X es una variable continua con densidad f, la media de
o0

Y —g(X) es: E(Y)=E(X) = [ g(f(x)dx

—00

Caracteristicas
de una
variable
aleatoria
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Caracteristicas de una variable aleatoria

Estadistica |

Mario
Francisco

Ejemplo 9 |

Valor esperado de la variable X = “suma de los resultados
obtenidos al lanzar dos dados” :

[ (6-16-1i)/36 si i=12...11
o 0 en otro caso

2 1
Xi + P 2——1—3— -+ 12— =7
Z = 36 36
Caracteristicas
de una
variable
aleatoria
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Variables
aleatorias
continuas

Transformacion|
de variables
aleatorias

Caracteristicas
de una
variable
aleatoria

Caracteristicas de una variable aleatoria

Ejemplo 10
Media de la variable aleatoria continua cuya funcién de
densidad estd dada por:

si8<x<9

1
f(X){ 0 six¢[89]

E(X) = /OC xf(x)dx = /89 xdx = 8'5

—0o0

La media de Y = g(X) = X3 es

9
/ x3dx = 616'25
J8

Estadistica |

Mario Francisco



Caracteristicas de una variable aleatoria

Estadistica |

Mario Ejemplo 11. Variable discreta que no posee media

Francisco

Sea X la variable aleatoria con funcién de probabilidad:

Definicién de
variable
aleatoria 2[

1
v....hl_.s X,':(—].)’*_, pPi = Y i:1,2,37...

Dado que la serie >~ |xj| p; no es convergente, diremos que
X no tiene media.

continuas

Transformacion|
aleatorias

oo
Caracteristicas |X| o) =
E i| i
de una
. i—1

variable
aleatoria
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Caracteristicas de una variable aleatoria

Estadistica | " . 5 .
Ejemplo 12. Variable continua que no posee media ‘

Mario

Francisco Sea X una variable de Cauchy, con funcién de densidad:

Definicién de 1

variable
aleatoria f(X) = m, —00 < X <0

Dado que no existe la [~ |[x| f(x)dx, diremos que X no tiene
media.

aleatorias
continuas

'||'|‘||1sff,)|l|1|1(lfti(i|1 0o oo ‘X‘ o0 X
(l(:‘<\ll;ljl I‘;CS f d = 72 . o\ d = 2 — e o d
et / x| £(x)dx /M(HX% " /O T

.. J =00
Caracteristicas
de una

variabl&? 1 e X ].
aleatoria 7r/0' mdx - % [ln (1 + XZ)L;)O =

Mario Francisco Estadistica |



Caracteristicas de una variable aleatoria

Estadistica |

Mario DefInICIén

Francisco

Sea X una variable aleatoria con media ;o = E(X). Se define la
Delitden ¢z varianza de X como el valor esperado de los cuadrados de las

variable

aleatoria diferencias con la media: o2 = Var(X) = E[(X — E(X))?]

Definicidon

Variables

it Se define la desviacion tipica de la variable X como la raiz
‘ positiva de la varianza: o = +/E[(X — E(X))?]

Transformacion|
de variables
aleatorias

.

Propiedades

Caracteristicas
de una

] © Var(aX + b) = a*Var(X).
Q Var (X) = E (X?) — [E(X)]*.
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Caracteristicas de una variable aleatoria

Estadistica |

Mario
Francisco

Tipificacién de una variable aleatoria ‘

@ Una variable aleatoria se dird que estd estandarizada o
tipificada, si su media es O y su varianza es 1.

@ Para transformar una variable X con media i y desviacién
tipica o en otra tipificada, basta con aplicar la
T X —
transformacién lineal, Y = =
o

@ La nueva variable, Y, tiene media 0 y varianza 1.

Caracteristicas
de una
variable
aleatoria
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Definicién de

Variables
aleatorias
continuas

Caracteristicas
de una
variable
aleatoria

Caracteristicas de una variable aleatoria

Otras medidas caracteristicas de una variable aleatoria |

@ Se define el coeficiente de variacidon de una variable X, con

_c
=9
@ Se define el momento con respecto al origen de orden r,

«, de una variable aleatoria X como «, = E (X")

media p > 0 y desviacién tipica o, como : CV/(X)

@ Se define el momento central o con respecto a la media de
orden r, pi,, de X como pu, = E ((X — E(X))")

e a3 = E(X) y pa = Var(X).

@ Haciendo uso del binomio de Newton, se tiene que:

e = i(l)k(g)ar_kaf

k=0

Mario Francisco Estadistica |



Caracteristicas de una variable aleatoria

Estadistica |

[are Otras medidas caracteristicas de una variable aleatoria |

e e @ La mediana de una variable aleatoria es la medida de
e centralizacién que divide la distribucién en dos partes de

igual probabilidad. Es el valor M. que, para una variable
con distribucién F, verifica: M, = inf{x/F(x) > 1/2}
Vi @ Cuantiles de orden p, siendo 0 < p < 1, son los valores
- Qp, que dejan un 100p% de la distribucién de probabilidad
a su izquierda. Esto es: Q, = inf{x/F(x) > p}

@ Los cuantiles mas usados son @1, Q1 y Q3 que se
4 2 4

Caracteristicas
de una
variable

aleatora @ Recorrido intercuartilico RI = Q3 — Q1
1 7

denominan también primer, segundo y tercer cuartil.

Mario Francisco Estadistica |
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Definicién de
variable
aleatoria

aleatorias
continuas

Transformacion|
de va S
aleatorias

Caracteristicas
de una
variable
aleatoria

Caracteristicas de una variable aleatoria

Otras medidas caracteristicas de una variable aleatoria |

@ La moda de una variable es el valor My que maximiza la
funcién de probabilidad o la funcién de densidad, segtin se
trate de una variable discreta o continua, respectivamente.

o El coeficiente de asimetria es el cociente 71 = 53

@ Si 71 es 0 la distribucién es simétrica. En otro caso
presentara asimetria positiva o negativa de acuerdo con el
signo de ;.

o El coeficiente de apuntamiento o curtosis es el niimero
Yo =15 -3

7
g
@ Si 72 es 0 la distribucién presenta una forma similar a la
distribucién normal.

Mario Francisco Estadistica |




Caracteristicas de una variable aleatoria

Estadistica | E_] emp | (o) 1 3 |

Mario

Francisco Vamos a calcular algunas de las medidas caracteristicas de la
distribucién continua que tiene por funcién de densidad

Definicién de
variable

aleatoria f(X) - O/]_ SI O S X S 10
s - 0 en otro caso

Variables
aleatorias

continuas (*] Med|a y Varianza:

Transformacion|

de variables (o.¢] 10 1
aleatorias ,LL — E(X) = / Xf(X)dX _ / 7XdX _ 5
s 10

Caracteristicas J —o00
de una

variable
aleatoria

10
1
E((x—5)%) = /0 15 (x —5)%dx = 83333
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Definicién de
variable
aleatoria

Variables
aleatorias
continuas

Transformacion|
de variables
aleatorias

Caracteristicas
de una
variable
aleatoria

Caracteristicas de una variable aleatoria

Ejemplo 13 ‘

o Coeficiente de variacién: CV = % = 057735

@ Momentos con respecto al origen:

@ Momentos centrales o respecto a la media:

10(k + 1)

10 1 _ g\k+1
Mk:/ = (x — 5)kdx = (x=5""
, 10

en particular, 3 =0y pa = 125.

10

0
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Mario

Francisco @ Al tratarse de una variable continua, el cuartil Q, es el
it e valor de la variable que verifica que F(Q,) = p, siendo F
srane la funcién de distribucién de la variable:

0 six<O

X .
— F(x) = 0 S 0<x<10
n{eat_orlné 1 Si X > 10

continuas

@ La mediana es el valor M. que verifica que F(M.) =1/2:
Caracteristicas
de una
variable

aleatoria
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@ Los cuantiles de orden p serdn aquellos valores @), tales
que

F(Qp):pé%:pé Qp = 10p

@ Recorrido intercuartilico: Rl = Q3 — Q1 =5
1 1

@ Como 1 =0y v = —1'2, la distribucién es simétrica y
Caracteristicas platicirtica (mas aplastada que la normal).

de una
variable
aleatoria
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