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1.1 Analisis de la eficiencia de los algoritmos (1)
e A —— —— T

= Objetivo: Predecir el comportamiento del algoritmo
= aspectos cuantitativos:
- tiempo de ejecucidn
- cantidad de memoria

= Disponer de una medida de su eficiencia:
- “tedrica”
- no exacta: aproximacion suficiente para comparar, clasificar
= acotar T'(n): tiempo de ejecucién, n = tamarfio de la entrada
n — 00 . comportamiento asintotico
= T'(n) = O(f(n))
f(n): una cota superior de T'(n) suficientemente ajustada
f(n) crece mas deprisa que T'(n)

= Aproximacion?
1. Ignorar factores constantes:
20 multiplicaciones por iteracion — 1 operacion por iteracion
/cuantas iteraciones? — iteraciones en funcién de n
2. lgnorar términos de orden inferior: n + cte — n
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1.1 Anadlisis de la eficiencia de los algoritmos (2)

e ———  ——etl——

T e ———. et~

= Ejemplo 1: 2 algoritmos (Al y A2) para un mismo problema A:

e algoritmo Al: 100n pasos — un recorrido de la entrada
T(n) = 0O(n) : algoritmo lineal

e algoritmo A2: 2n? + 50 pasos — n recorridos de la entrada
T(n) = O(n?) : algoritmo cuadratico

e Comparar: A2 “mas lento” que Al, aunque con n < 49 sea mas rapido
= Al es mejor

e (lasificar: lineales, cuadraticos...

Tasas de crecimiento caracteristicas:
O(1),0(logn),O(n), O(nlogn), O(n?),0(n?),...0(2"), ...

= Ejemplo 2: aproximaciéon = limitaciones:
2 algoritmos (B1 y B2) para un mismo problema B:
e algoritmo B1: 2n? + 50 pasos — O(n?)

e algoritmo B2: 100n'® pasos — O(n'?®)
= B2 es "mejor” ...

pero a partir de algun valor de n entre 310 y 320 * 10°
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1.2 Notaciones asintéticas (1)
B e E— ——— I Al o et

= Objetivo: Establecer un orden relativo entre las funciones,
comparando sus tasas de crecimiento

= La notacion O:
T(n), f(n): Z+ — R*

Definicidn:
T(n) =0O(f(n)) si 3 constantes ¢ > 0y ng > 0: T'(n) < cx* f(n) Yn > ng
[]

ng: umbral

T(n)es O(f(n)), T(n) € O(f(n))

“la tasa de crecimiento de T'(n) < que la de f(n)”

— f(n) es una cota superior de T'(n)

= Ejemplo: j5n? + 15 = O(n?)?
5n? + 15 < 6n? VYn > 4 (< ¢,ng >=< 6,4 > en la definicién)
pero ademds d infinitos < ¢, ng > que satisfacen la desigualdad
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1.2 Notaciones asintéticas (2) - La notacién O
B e E— ——— B |

= Observacion 1: Seglin la definicién, T'(n) podria estar muy por debajo:

i5n? + 15 = 0(n3)?

5n? 4+ 15 < 1n? Vn > 6 (< ¢,ng >=< 1,6 > en la definicién)

pero es mas preciso decir = O(n?) = ajustar cotas

= Para el analisis de algoritmos, usar las aproximaciones vistas:

5n? + 4n — O(n?)
logan — O(logn)
13 — O(1)

= Observacion 2: La notacidon O también se usa en expresiones como
3n? + O(n)

= Ejemplo 1:
; Cdmo se consigue una mejora mas drastica,
- mejorando la eficiencia del algoritmo, o
- mejorando el ordenador?
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1.2 Notaciones asintéticas (3) - La notacion O
B e E— ——— B |

= Ejemplo 1 (cont.):

tiempoy tiempos tiempos tiempoy
T(n) 1000 pasos/s 2000 pasos/s 4000 pasos/s 8000 pasos/s
logan 0,010 0,005 0,003 0,001
n 1 0,5 0,25 0,125
nlogon 10 5 2.5 1,25
nt?® 32 16 8 4
n? 1.000 500 250 125
n’ 1.000.000 500.000 250.000 125.000
1,1™ 1039 103 1038 1078

Tabla: Tiempos de ejecucién (en s) para 7 algoritmos de distinta
complejidad (n=1000).

= Ejemplo 2: Ordenar 100.000 enteros aleatorios:
- 17 s en un 386 utilizando Quicksort
- 17 min en un procesador 100 veces mas rapido utilizando Burbuja

Algoritmos - Analisis de algoritmos - 7



1.2 Notaciones asintéticas (4) - La notacion O
B e E— ——— B |

= Verificacion empirica del analisis:
“Método empirico”:
medir tiempos de ejecucion (experimentos sistematicos)
= tabla de tiempos para distintos valores de n
= 07
Método empirico: Renacimiento, s. XVII
“Mide lo que se pueda medir, lo que no se pueda... hazlo medible!”

= Verificacién empirica: se parte de una funcién f(n) candidata.

= Ref: Trabajo en practicas
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1.2 Notaciones asintéticas (5) - La notacion O
B e E— ——— B |

= Reglas practicas para trabajar con la O:

Definicidn:
f(n) es monétona creciente si n; > ns = f(n1) > f(na)
]

Teorema: Ve > 0,a > 1, f(n) mondtona creciente:
(f(n)®=0(a’™)

= “Una funcion exponencial (ej: 2™) crece mds rapido que una funcién
polinémica (ej: n?)”
n® = 0(a")
(logan)® = O(a'*%") = O(n)
— (logn)* = O(n) Vk constante.
“n crece mas rapido que cualquier potencia de logaritmo”
“los logaritmos crecen muy lentamente”
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1.2 Notaciones asintéticas (6) - La notacion O
B e E— ——— B |

Reglas practicas para trabajar con la O (Cont.):

Suma y multiplicacion:

Ti(n) = O(f(n)) ANT2(n) = O(g(n)) =
(1) Ti(n) + Ta(n) = O(f(n) + g(n)) = maz(O(f(n)), O(g(n)))
(2) Ti(n)*Tz(n) = O(f(n) * g(n))

(1) Secuencia: 2n? = O(n?*) A 10n = O(n) = 2n* + 10n = O(n?)

Aplicacion:
g {(2) Bucles

Observacion: No extender la regla para la resta ni para la divisién
— relacion < en la definicidn de la O

. suficientes para ordenar la mayoria de las funciones.
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1.2 Notaciones asintéticas (7) - Otras notaciones asintéticas

1.

e A ———. . ——— P . | e

O

Definicion:

T(n) =Q(f(n)) ssi 3 constantes ¢ y ng: T'(n) > cf(n) Vn > ny,

T(n), f(n): Z* — R*

]

— f(n): cota inferior de T'(n) = trabajo minimo que realiza un algoritmo
Ejemplo: 3n? = Q(n?): es la cota inferior m3s ajustada;

pero también 3n? = O(n?)...

Definicion:

T(n) =0O(f(n)) ssi 3 constantes ¢y, co y ng: c1.f(n) <T(n) <caof(n)
Vn > ng, T(n), f(n): ZT — R*

L]

=0 A\

— f(n): cota exacta de T'(n), del orden exacto

(1) demostrar O —< ¢, ng >

Ejemplo: 5nl — 10 =06(n! :
J p nLogam (n Ogn) {(2) demostrar ) —< 0/7 n6 >
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1.2 Notaciones asintéticas (8) - Otras notaciones asintéticas
B e E— — B |

4. Definicion:
T(n) =o(f(n)) ssi ¥V constante C' > 0, Ing > 0: T'(n) < C'f(n) Vn > ny,
T(n),f(n): ZT — RT
[]
=0N—-0 =0AN
— f(n): cota estrictamente superior de T'(n) = lim,, . % =0
Ejemplos:

n

logam — 0(77,) % 7& O(n)

5. Definiciodn:
T(n) =w(f(n)) ssi V constante C' > 0, dng > 0: T'(n) > C'f(n) Vn > ny,
T(n), f(n): 2+ — R*
[]
— f(n) =o(T'(n))

— f(n): cota estrictamente inferior de T'(n)

6. Notacién OO [Manber|:

T(n) = OO(f(n)) si es O(f(n)) pero con constantes demasiado grandes
para casos practicos

Ref: ejemplo 2 (p. 4): B1 = O(n?), B2 = O0(n'?®)
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1.2 Notaciones asintéticas (9) - Otras notaciones asintéticas
B e E— — B |

Reglas practicas (Cont.):

1. T(n)=ap+an+am?®+ ..+ an® = T(n) = O(n")
(polinomio de grado k)

2. Teorema: Vc > 0,a > 1, f(n) mondtona creciente:
(f(n)® = o(a™)

= “Una funcion exponencial crece mas rapido que una funcion polindmi-
ca’ — no llegan a igualarse

% Algoritmos - Analisis de algoritmos - 13



1.3 Calculo de los tiempos de ejecucion (1) - Modelo de computacién
e A ——— e« . NI e S e

= Calcular O para T'(n) = contar niimero de “pasos’ — f(n)? jpaso?

= Modelo de computacion:

e ordenador secuencial

e instruccién « paso (no hay instrucciones complejas: matrices...)
e entradas: tipo Unico ( “entero”) — sec(n)

e memoria infinita + “todo esta en memoria”

= Alternativas: Un paso es...

1. Operacion elemental:
Operacion cuyo tiempo de ejecucion esta acotado superiormente por
una constante que solo depende de la implementacion —=0(1)
2. Operacioén principal [Manber]:
Operacién representativa del trabajo del algoritmo
Ejemplo: |la comparacién en un algoritmo de ordenacién
El nimero de operaciones principales que se ejecutan debe ser pro-
porcional al nimero total de operaciones (verificarlo!)
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1.3 Calculo de los tiempos de ejecucion (2) - Modelo de computacién
e A ——— e« . NI e S e

= Observacion: La hipdtesis de |la operacién principal supone una aproximacion
mayor.

= En general, se trabaja usando la hipétesis de la operacién elemental.

= En cualquier caso, se ignora: lenguaje de programacion, procesador, sistema
operativo, carga...

= Sélo se considera el algoritmo y el tamano de la entrada

s Debilidades:

e operaciones de coste diferente
(“todo en memoria” = lectura en disco = asignacion)
— contar separadamente seglin tipo de instruccion y luego ponderar?
factores = dependiente de la implementacidn
= costoso y generalmente inttil
e faltas de pagina ignoradas
o etc.

— Aproximacion
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1.3 Calculo de los tiempos de ejecucion (3) - Andlisis de casos
e A ——— e« . AN - S S

s Analisis de casos:

Consideramos distintas funciones para T'(n):
(
Tmejor(n)

Tredio(n) <« representativa, puede mas complicada de obtener

L\

| Tpeor(n2) «— en general, la mas utilizada

Tmejor(n) S Tmedio(n) S Tpeor(n)

= ;El tiempo de respuesta es critico?
— Sistemas de Tiempo Real
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Ordenacion por Insercion

-a__4.---h—---h————-——-——---___—-——r--‘"“‘-‘—'—‘-“"**'_’ﬂt

procedimiento Ordenacidén por Insercién (var T[1..n])
para i:=2 hasta n hacer

x:=T[i]; 3 H 4 1 2 9 5 6 5 3
Ji=iml 1 1 2 9 6 5 3

mientras j>0 y T[jl>x hacer 3 >
T[j+1]1:=T[j]; 1 3 4 2 9 5 6 5 3
BERER 1 1 3 4 9 5 6 5 3

fin mientras;
fin para 1 1 2 3 4 9 6 5 3
fin procedimiento

1 1 2 3 4 5 9 [J 5 3
1 1 2 3 4 5 6 9 EI 3
1 1 2 3 5 5 6 9 II
1 1 2 3 4 5 5 6 9
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Ordenacioén por Seleccion

M

procedimiento Ordenacién por Seleccién (var T[1..n])

para i:=1 hasta n-1 hacer

minj:=1i; 3 Lﬂ 4 1 2 9 5 6 5 3
minx:=T[i]; ]
L 1 3 4 1 2 9 5 6 5 3
para j:=i+1 hasta n hacer |
si T[jl<minx entonces 1 1 4 3 9 5 6 5 3
mny:=Js 1 1 2 31 4 9 5 6 5 3
minx:=T[j] ||
fin si 1 1 2 3 4 9 5 6 5
fin para; 1 1 2 3 3 9 5 6 5
T[minj]l:=T[i];
. 1 1 2 3 3 4 6 5 9
T[i] :=minx
fin para 1 1 2 3 3 4 5 6 9
fin procedimiento
1 1 2 3 3 4 5 5 E 9
1 1 2 3 3 4 5 5 6 |g|
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1.3 Calculo de los tiempos de ejecucion (4) - Andlisis de casos
e A ——— e« . AN - S S

= Ordenacioén por Insercion

e Peor caso — “insertar siempre en la primera posicién”
= entrada en orden inverso
= el bucle interno se ejecuta 1 vez en la primera iteracion,
2 veces en la segunda, ..., n — 1 veces en la dltima
iteracién del bucle principal:
= Z;":_lli — 21 jteraciones del bucle interno

2
Zn—li — n(n2+1)
= T(n) = @cl + (n — 1)ca + ¢3 : polinomio de grado 2
= | T(n) = ©(n?)
e Mejor caso — “no insertar nunca” = entrada ordenada

= el bucle interno no se ejecuta
= T(n) = (n — 1)cy + co : polinomio de grado 1

= | T'(n) = O(n)

= T'(n) depende también del estado inicial de la entrada
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1.3 Calculo de los tiempos de ejecucion (5) - Andlisis de casos
e A ——— e« . AN - S S

= Ordenacién por Seleccion

T(n) = ©(n?) | sea cual sea el orden inicial (ejercicio)

— la comparacion T[jl<minx se ejecuta el mismo nimero de veces
Empiricamente: los tiempos de ejecucién no fluctian mas de 15 %

algoritmo | minimo | maximo
Insercion 0,004 5,461
Seleccion 4717 5,174

Tabla: Tiempos (en segundos) obtenidos para n = 4000

= Comparacion:

algoritmo | peor caso | caso medio | mejor caso
Insercién O(n?) O(n?) O(n)
Seleccién O(n?) O(n?) O(n?)
Quicksort |  O(n?) O(nlogn) O(nlogn)
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1.3 Calculo de los tiempos de ejecucion (6) - Andlisis de casos
e A ——— e« . AN - S S

= Ejemplo: exponenciacion

e Potencial: 2™ = x *x x * ... * x (bucle, n veces x)

= Operacion principal: multiplicacién

= iNidmero de multiplicaciones? : fi1(n) =n—1=T(n) = O(n)
e Potencia2 (recursivo):

. zln/2) g g ln/2] si n par

v /2 s xn/2] w1 sion impar

= jNimero de multiplicaciones? : ; fo(n)?
min: n par en cada llamada —n=2F ke ZT < mejor caso
{méx: n impar en cada llamada —n=2F—1 k€ Z1+ < peor caso
0 sik=20
f2(2F "5 +1 sik>0(1)
0 sik=1
fo(2F1—1)4+2 sik>1(2)

o Mejor caso: f2(2F) = {

o Peor caso: fo(2F —1) = {

—s relaciones de recurrencia
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1.3 Calculo de los tiempos de ejecucion (7) - Andlisis de casos

= Potencia2 (Cont.)

sik=20

. 0
o Mejor caso: f(2") = {f2(2’f1 11 sik>0(1)

k= — fal

)
0
1
2
3

w N = O

= Hipdtesis de induccidn: | fo(2Y) =a [ 0<a<k-—1

=k forma explicita correcta
de la relacion de rec.
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1.3 Calculo de los tiempos de ejecucion (8) - Andlisis de casos

= Potencia2 (Cont.)

e Peor caso: fo(2F —1) = {O - S! =1
fo(28 —=1)4+2 sik>1(2)
k= 1 —fo( 1 )= 0
2 3 2
3 7 4
4 15 6
5 31 8
6 63 10

= Hipédtesis de induccién: | fo(2*—1)=2(a—1) [ 1<a<k-1

Paso inductivo:  (2)— f2(2F —1) = fo(2k=1 —1) +2
=2k—-1-1)+2
—2(k—1)
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1.3 Calculo de los tiempos de ejecucion (9) - Andlisis de casos
e A ——— e« . AN - S S

= Potencia2 (Cont.)
e n = 2% (mejor caso):

f2(2’“) — k para k>0
— fo(n) = logan para n = 28 y k > 0 (ya que log.2" = k)

= | fa(n) = Q(logn)

e n=2"—1 (peor caso):
fo(2F —1)=2(k — 1) para k > 1
— fa(n) = 2[loga(n+1) — 1] paran =2 -1y k> 1
= | fa(n) = O(logn)

o = fa(n) = O(logn)
Modelo de computacién con operacidn principal = multiplicaciéon

= | T'(n) = O(logn)

mejor caso <« §)
peor caso < O
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1.3 Calculo de los tiempos de ejecucién (10) - Reglas para calcular O
e A ——— e« . g = - S S

1. operacién elemental = 1 <+ Modelo de Computacién

2. secuencia: 51 = O(f1(n)) A Se = O(fa(n))
= | S1;52 | = O(f1(n) + f2(n)) = O(maz(fi(n), f2(n)))

Observacion: también con ©

3. condicion: B = O(fg(n)) A S1 = O(fi(n)) A Se = O(f2(n))
= | si B entonces S sino Sy | = O(maz(fg(n), fi(n), f2(n)))

Observacion: si fi(n) # fa(n) y max(fi(n), f2(n)) > fg(n) < Peor caso
i Caso medio? — f(n): promedio de f; y fo ponderado con frecuencias
de cada rama — O(max(fp(n), f(n)))

4. iteracion: B; S = O(fp s(n))A n° iter= O( fiter(n))
= | mientras B hacer S | = O(fp.s(n) * fiter(n))
ssi el coste de las iteraciones no varia, sino: > costes individuales

Caso particular: | para i <— x hasta y hacer S | = O(fs(n)*n° iter)

B es comparar 2 enteros = O(1); n® iter =y —x + 1
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1.3 Calculo de los tiempos de ejecucion (11) - Reglas para calcular O
e A ——— e« . g = - S S

= Uso de las reglas:

e andlisis “de adentro hacia afuera”

e analizar primero los subprogramas

e recursividad: intentar tratarla como un ciclo, sino resolver relaciéon de
recurrencia

= Ejemplo: > " i°: jT(n)? in?

funcién suma (n:entero) : entero
{1} s:=0;
{2} para i:=1 hasta n hacer ©(1) en {3} y no hay variaciones
{3} S:=s+i*i*i; = O(n) en {2} (regla 4)
{4} devolver s = T(n) = O(n) (regla 2)

fin funcién

s Observacion: El razonamiento ya incluye las aproximaciones
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1.3 Calculo de los tiempos de ejecucion (12) - Reglas para calcular O
e A ——— e« . g = - S S

= Ejemplo: Ordenacion por Seleccion
O(1) en {5} (regla 2)
= O(max(©(1),0(1),0)) = ©(1) en {4}
(regla 3: no estamos en peor caso)
— S =0(1); n° iter=n—1 = O(n —1i) en {3} (regla 4)
©(1) en {2} yen {6} (regla 2)
= O(n —1i) en {2-6} (regla 2)

i=1 — O(n)

— S = 0O(n — i) varia: {zn—l o)

= Z:L:_f(n — 1) = 2?2_11 n—3 i 1 ien{l} (regla 4)

=(n—1)n— n(n2_1): polinomio de grado 2

= T(n) = ©(n?) en cualquier caso
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Ordenacioén por Seleccion

-___‘..--n-h----—————------n--.-—-"--""‘--—"'“-“ﬂ-L‘*'_”_'f

procedimiento Ordenacién por Seleccién (var T[1..n])

{1} para i:=1 hasta n-1 hacer
{2} minj:=i; minx:=T[i];
{3} para j:=i+1 hasta n hacer
{4} si T[jl<minx entonces
{5} minj:=j; minx:=T[j]
fin si
fin para;
{6} T[minj]:=T[i]; T[i]:=minx
fin para

fin procedimiento
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1.3 Calculo de los tiempos de ejecucién (13) - Reglas para calcular O
e A ——— e« . g = - S S

= Ejemplo: Suma de la Subsecuencia Maxima
ai..Gn — Y 7_; Gk Maxima?
Ejemplo: SSM(—2,11,—4,13,—5,—2) = 20 [2..4]

1. SSM recursiva: estrategia | Divide y Vencerds

Divide la entrada en 2 mitades — 2 soluciones recursivas

Vence usando las 2 soluciones — solucién para la entrada original
4 .

- en la 12 mitad

La SSM puede estar: < - en la 22 mitad

_- entre las 2 mitades
Las dos primeras soluciones son las obtenidas recursivamente.
La 32 solucién se obtiene sumando:
- la SSM de la 1* mitad que incluye el extremo derecho, y
- la SSM de la 22 mitad que incluye el extremo izquierdo.
2. SSM en linea
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{1}
{2}
{3}

{4}

{5}

{6}
{7}

Suma de la Subsecuencia Maxima: SSM recursiva (1)

funcién SSM ( a[l..n] ) : valor
devolver SSM recursiva (a, 1, n)
fin funcién

{funcidén interfaz}

funcién SSM recursiva (var al[l..n], izq, der) : valor

si izq = der entonces

si alizq] > O entonces
devolver alizq] {caso base: si >0, es SSM}
sino
devolver O
fin si
sino
Centro := (izq + der) div 2 ;
Primera solucién := SSM recursiva (a, izq, Centro) ;
Segunda solucién := SSM recursiva (a, Centro + 1, der) ;
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Suma de la Subsecuencia Maxima: SSM recursiva (2)

e A —— —— B |
{8} Suma maxima izquierda := 0 ; Suma izquierda := 0 ;
{9} para i := Centro hasta izq paso -1 hacer
{10} Suma izquierda := Suma izquierda + alil ;

{11} si Suma izquierda > Suma maxima izquierda entonces
{12} Suma maxima izquierda := Suma izquierda
fin para ;
{13} Suma maxima derecha := 0 ; Suma derecha := 0 ;
{14} para i := Centro + 1 hasta der hacer
{15} Suma derecha := Suma derecha + ali] ;
{16} si Suma derecha > Suma maxima derecha entonces
{17} Suma m&dxima derecha := Suma derecha
fin para ;
{18} devolver max (Primera solucidén, Segunda soluciédm,

fin si
fin funcién

Suma mdxima izquierda + Suma maxima derecha)
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1.3 Calculo de los tiempos de ejecucion (14) - Reglas para calcular O
e A ——— e« . g = - S S

= Complejidad temporal de la funcion SSM recursiva:
Caso base: {1-4} = T'(1) = ©(1)
Ciclos {9-12} y {14-17} : O(n) en conjunto: a;..a,
Llamadas recursivas {6} y {7} : T'(n/2) cada una (aproximacién)
Resto: O(1): se puede ignorar frente a O(n)...

T(1) = 1

Relacidn de recurrencia:
{T(n) =2T(n/2) +n,n > 1(*)

T 2 )= 4 = 2 x 2

4 12 4 x 3

e ‘Intuitivamente’: 8 32 8 x 4
16 80 16 * b5

= T(n) =n(k+1) paran = 2k
= T'(n) = n(logan + 1) = O(nlogn)
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1.3 Calculo de los tiempos de ejecuciéon (15) - Reglas para calcular O
e A ——— e« . g = - S S

= Complejidad temporal de la funcién SSM recursiva (Cont.):

e Manejando proyecciones:

a) dividir (*) por n: @ = Tff/;) + 1
b) proyectar (n = 2): T%"/;;i = T;};ﬁ; +1
T(n/4 T(n/8
n/4 - n/8 + 1
T(2) T
T =T
C) sumar: % =T (1) 4 logan = T'(n) = O(nlogn)

e Con teoremas de resolucién de recurrencias: | Teorema Divide y Venceras

T(n) =1T(n/b) + cn®, n > ny,
conl>1,06>2,¢>0eR,[>0eN, ng>1€ N
Caso | = b* = T'(n) = O(nflogn) (I1=2,b=2,k = 1)
= T'(n) = O(nlogn)

— Usar teoremas
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1.3 Calculo de los tiempos de ejecucién (15) - Reglas para calcular O
e A ——— e« . g = - S S

= Complejidad temporal de la funcién SSM recursiva (Cont.):
Observacion: pasar el vector por referencia (var), sino:

R(1)=0

R(n) =2R(n/2)+2,n>1
= R(n) = 2n — 2 copias *O(n) cada una = T'(n) = ©(n?)
También la complejidad espacial seria cuadratical

sea R(n): n°® de copias del vector:

= Complejidad temporal de la funcién SSM en linea:
- Acceso secuencial
- Respuesta para la subsecuencia parcial

= | Algoritmo en linea

Ademds: espacio constante (no es necesario memorizar la entrada)
y tiempo lineal
— mejor imposible
Ejercicio: escribir el algoritmo para tener espacio constante
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Suma de la Subsecuencia Maxima: SSM en linea

-___‘..--n-h----—————------n--.-—-"--""‘--—"'“-“ﬂ-L‘*'_”_'f

funcién SSM en linea ( all..n] ) : <i, j, valor>
{1} i := 1 ; EstaSuma := 0 ; SumaMax := 0 ; MejorI := 0 ; MejorJ := 0 ;

{2} para j := 1 hasta n hacer
{3} EstaSuma := EstaSuma + alj] ;
{4} si EstaSuma > SumaMax entonces
{5} SumaMax := EstaSuma ;
{6} MejorI := i ;
{7} MejorJ := j
{8%} sino si EstaSuma < O entonces
{9} i = j+1 ;
{10} EstaSuma := 0
fin si
fin para ;

{11} devolver < MejorI, MejorJ, SumaMax>
fin funcidn
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1.3 Calculo de los tiempos de ejecucién (16)
e A —— —— B |

= Ejemplo: Busqueda binaria
Ejemplo de algoritmo logaritmico
Dados x y un vector ordenado a1, as, ... a,, de enteros,
v sl da; = x
devolver: § i}
elemento no encontrado

— Comparar Yy amedio, cON medio = (i + j)div2,
siendo a;..a; el espacio de busqueda:

1. T = Qmedio: terminar (interrupcion)
2. T > Qmedio: SeguUIr buscando en apediot1--G;
3. X < Gmedio. Seguir buscando en a;..amedio—1

n® iter < evolucidon del tamano d del espacio de busqueda
Invariante: d = j — 1+ 1

) 1 «+— medio + 1
i Cémo decrece d?

7 «— medio — 1
Peor caso: se alcanza la terminacién “normal” del bucle =1 > 3
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Busqueda Binaria

-___‘..--n-h----—————------n--.-—-"--""‘--—"'“-“ﬂ-L‘*'_”_'f

funcién Bisqueda Binaria (x, al[l..n]) : posicidn
{a: vector ordenado de modo no decreciente}

{1} i::=13;3:=n; {espacio de bisqueda: i..j}
{2} mientras i <= j hacer

{3} medio := (i + j) div 2 ;

{4} si a[medio] < x entonces

{5} i := medio + 1

{6} sino si a[medio] > x entonces

{7} j := medio - 1

{8} sino devolver medio {se interrumpe el bucle}

fin mientras;
{9} devolver "elemento no encontrado" {fin normal del bucle}
fin funciém
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1.3 Calculo de los tiempos de ejecucién (16)

= Busqueda binaria (Cont.): anélisis del peor caso
Sea < d, 7,7 > iteracién < d', i, >

1. 72+ medio+ 1:
i = (i + j)div2 + 1

j'=17

d =5 —i +1 =j—(i+j)din2—1+1
<j—(i+j—1)/2
=(j—14+1)/2
= d/2

—d' < d/2
2. 7« medio — 1:

i =1

§' = (i +j)div2 — 1

d = —i +1 = (i+j)div2 —i—1+1
< (i+7)/2—i
<(j—i+1)/2
=d/2

— d' < d/2 | (decrece mas répido)
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1.3 Calculo de los tiempos de ejecucién (17)

e A ———. . ——— IS S e s Yt tr =

= Buasqueda binaria: anilisis del peor caso (Cont.)
;T(n)? Sea d;: d después de la I-ésima iteracidn
d() =N
d <dj_1/2Vl>1
hasta d <1 — [ = [logon]| + 1 = O(logn) iteraciones
Cada iteracién es O(1) (reglas) = T'(n) = O(logn)
Razonamiento alternativo: pensar en version recursiva
T(n) = 1 s?n:(),l
T(n/2)+1 sin>1
Teorema Dividey Vencerds: [ =1,b=2,¢c=1,k=0,n9 =1
Caso | = b* = T'(n) = O(n*logn) — T(n) = O(logn)

(induccién) — d; < n/2!

Observaciones:

e Pensar en versidn recursiva puede ser otro recurso util

e El algoritmo es Divide y Vencerds? — | Algoritmos de reduccién | (I = 1)
e I'(n) =0O(logn)

« los datos ya estan en memoria (Modelo de Computacién)
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1.4 Resoluciéon de recurrencias (1) [Brassard & Bratley]
e A —— —— B . |

= Recurrencias homogéneas lineales con coeficientes constantes

Ecuaciones de la forma:

aotn -+ altn_l + -+ aktn_k =0 (].)
t; son los valores de la recurrencia.

Ademas, k valores de t;: condiciones iniciales
— permiten pasar de infinitas soluciones a una solucién

= Ejemplo: fibonacci

fn — fn—l — f'rL—2 =0

k=2
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1.4 Resoluciéon de recurrencias (2)
T S = e e
e ———— et ~—

= Regla: toda combinacion lineal de soluciones es solucion
Si Zfzo a/z'fn—z' =0
i.e. si f, satisface (1), y g, también satisface (1), y
tn = cfn + dgy, (donde c y d son constantes arbitrarias)
entonces t,, también es solucién de (1).
— Se generaliza para cualquier nimero de soluciones.

= ;Buscar una solucion de la forma t,, = 2"?
(1): agz™ + ayz™ 1 + - + apz™ % = 0 (Solucién trivial: x=0)
(:)goxk—l—alazk_l—l—---—l—a;@:()
p(z)
es la ecuacion caracteristica de (1);
p(x) es el polinomio caracteristico de (1).
— Técnica de la ecuacidn caracteristica
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1.4 Resolucién de recurrencias (3)
T S = e e
e ———— et ~—

= Técnica de la ecuacion caracteristica:
todo polinomio de grado k posee k raices: p(x) = Hle(:v —7;)
r;: pueden ser complejos, Unicas soluciones de p(z) =0, i.e. p(r;) = 0.
x = r; es solucidn de la ecuacidon caracteristica;
— 1" es solucidon de la recurrencia (1).

t, = Z ciry (2)

1=1

(2) satisface la recurrencia (1) con ¢;: constantes adecuadas;
es la solucion mas general.

(1) sélo posee soluciones de esta forma, siempre y cuando todas las r; sean
diferentes.

Las k constantes se determinan a partir de las k condiciones iniciales,
resolviendo un sistema de k ecuaciones lineales con k incdgnitas.
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1.4 Resolucién de recurrencias (4)

= Ejemplo: fibonacci (cont.)
fn — fn—l — fn—2 =0
]0(:1:)::102—:13—1:>7“1:H\/g 1-v/5
= fn = cirl + cary
Condiciones iniciales:
n=0,fo=0Afo=c1+c
n = 1,f1 = 1/\f1 2617“1—|-CQ7“2

Sistema de ecuaciones a resolver:
C1 + Cy = 0

c1r1 + 027“2 =1

1
= C1 = \/—7 Co =

= fn — \/g[(l +2\[) (1—2\/5)77,]
¢

(Mas exacto que f,, = O(¢™))
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1.4 Resolucién de recurrencias (5)
T S = e e
e ———— et ~—

= Problema: jlas k raices no son todas diferentes entre si?
(2) sigue siendo solucidn, pero ya no es la mas general: jOtras soluciones?
Sea r una raiz miultiple (de momento, de multiplicidad 2):
por definicidn, existe un polinomio q(x), de grado k-2, tal que:

Para todo n > k, consideremos:
Up (1) = apx™ + a1z™ "t + -+ apx
vn () = agnz™ +ay(n — D" L+ +ap(n — k)a" "
— vn(x) = wup(z) (%)
() = 2" Hp(z) = 2 (z — r)2q(z) = (2 — 1)?a"Fq()
up(2) = 2(z — r)2" " *q(z) + (z — r)?[z"Fq(2))
= u (r) =0
(*) = vp(r) =2u (r) =0, Vn>k
& agnr™ +ai(n —D)r" 4+ bag(n — k)rmk =0
= t, = nr" también es solucién de (1) (nueva)

n—k
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1.4 Resolucién de recurrencias (6)
T S = e e
e ———— et ~—

= Raices de multiplicidad m:
Si r tiene multiplicidad m:

n n 2..n m—1_n
by, =7t =nr",t,=nr",....,t,="n r
son soluciones de (1).
Solucién general: combinacién lineal — 7,7y, ..., 70 raices distintas de
p(x), de multiplicidades m1,ms,...,m; =
l m@-—l
= E , E : wnj (3)
=1 7=0

(3) es la solucién general de (1).
Los c¢;; se determinan a partir de las condiciones iniciales:
— son k constantes, cq,co, ..., Ck.
22:1 m; = k: suma de las multiplicidades, i.e. numero total de raices.
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1.4 Resoluciéon de recurrencias (7)

= Ejemplo:

) n=20,1,2
"l bt,_q —8t,_o+4t,_3 sino

Con la forma de la ecuacién (1): t, — 5t,1 + 8tpy_o —4t,_3=0

7“1:1 m1:1
7“2:2 m2:2

p(r) =23 522 +8x — 4= (v —1)(x — 2)? {
(3) = t,, = 11" + 2™ + c3n2™

n=0: c1+c =0 cp = —2

n=1: ¢ +2c+2c5 =1 Co = 2

n=2: c+4cy+8cz =2 03:—%

= t, = 27T —pan—l 9
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1.4 Resolucién de recurrencias (8)
T S = e e
e ———— et ~—

= Recurrencias no homogéneas
La combinacién lineal ya no es =0
— la combinacién lineal de soluciones ya no es solucién.
Consideramos inicialmente recurrencias de la forma:

aotn + a1tn 1+ -+ + apty_ = b"p(n) (4)
Donde b es una constante y p(n) un polinomio de grado d.

= Ejemplo 1: ¢, —2t,,_1 =3" (*1: polinomio de grado 0)
Reducir al caso homogéneo:
Multiplicar por 3: — 3t,, — 6t,,_1 = 3n*!
Sustituir n por n-1:  — 3t,,_1 — 6t,,_o = 3"
Diferencia entre 2 ecuaciones:

t, —2t,_1 = 3"
— Stn_1 —6t,_o0 = 3"
t, —9ot,—1 —+6t,—o = 0
=22 —br+6=(x—2)(xr—3)

p(x)
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1.4 Resolucién de recurrencias (9)
T S = e e
e ———— et ~—

= Ejemplo 1: (Cont.)
(x — 2)(x — 3) = Las soluciones son de la forma: t,, = ¢12™ 4 3™
Y como t, >0 Vn >0, se deduce que t,, = O(3")
Pero c1 y ¢ ya no se determinan a partir de las condiciones iniciales:
t, = 2" y t,, = 3" no son soluciones de la recurrencia original.

C1 + Co = t() n =20

— by — 2tp_1 =3 =>t1=2’50+3:>{2cl+3@2 — 20+3 n=1

:>{ Clzto_g :}tn:(t0—3)2n+3n+1:9(3n)
62:3

= Solucién general, independientemente de las condiciones iniciales

Otro razonamiento:

= (612n -+ ngn) — 2(612n_1 + ngn_l)

= ngn_l
= co = 3 independientemente de ¢, i.e. queda descartado que co = 0
= t, = 0(3")
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1.4 Resolucién de recurrencias (10)

e A———— . ——
= Ejemplo 2:
d=1
tn  —2tn_1 — (AL B)3"
*(—6),n —1: —0t,,_1 +12¢,,_o —6(n + 4)3n—1
*9,n —2: 9, o —18t,_3 = 9(n+ 3)3"2
tn _Stn—l +21tn—2 —18tn_3 — O

p(z) 23 — 822 + 21z — 18 = (z — 2)(x — 3)?
= t, = 12" 4+ c23™ + c3n3™: Solucién general
La recurrencia original impone las siguientes restricciones:

t1 = 2tp + 18
to = 2t1 + 63 = 4ty + 99
n=0: ¢ oo
= n=1: 2c¢5 “+3ca “+3c3
n=2: 4c; +9cs +18c3

to
2tg + 18
4ty + 99

Clzto—g
= co =9
63:3

= Solucién general: t,, = (tg — 9)2" + (n + 3)3" "1 = §(n3"),

independientemente de .

Alternativamente, sustituyendo la solucion general en la recurrencia original,

se llega a idéntico resultado (ejercicio).
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1.4 Resolucién de recurrencias (11)

= Generalizacion:

ejemplol : tn — 2ty = 3" — pla) = (x — 2)(x — 3)0+]
ejemplo? : by — Qtn_lj =(n+5)3" — px)=(z—2)(z— 3)1+1
(2—2)
— para resolver (4), utilizar:
(apx” + arz® '+ -+ ap)(z — b)*! (5)

Se procede igual que en el caso homogéneo, salvo que algunas ecuaciones
para determinar las constantes se obtienen a partir de la recurrencia.
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1.4 Resoluciéon de recurrencias (12)
e A —— —— B

= Ejemplo 3: Las torres de Hanoi

procedimiento Hanoi (m,i,j)
si m>0 entonces Hanoi (m-1,i,6-i-j);
mover_anillo (i,j); {instr. elemental}
Hanoi (m-1,6-i-j,j)

Problema de los monjes: Hanoi (64,1,2)

t(m): nimero de ejecuciones de la instruccién elemental en Hanoi(m, —, —).
H(m) = 0 m =0

2tim — 1)+ 1 sino
—t(m)—2t(m—1) =1 (4)conb=1yp(n)=1,d=0.

(5) = p(z) = (v — 2)(z — 1)
Todas las soluciones son de la forma t(m) = c11™ + 2™
t(0) =0 ci+c=0 m=0 c1 = —1
HD) =2t(0)+1=1 " | ec1+20=1 m=1 ) ca=1
= t(m) =2"—1

i Determinar 6 sin calcular ¢ y ¢5?

t(m) =1 + 622m . m
tm) > m = cy > 0=t(m)=06(2")

P Y

==
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1.4 Resolucién de recurrencias (13)

= Ejemplo4:t, =2t, 1+n —t,—2t,_1=n  (4):b=1,p(n)=n,d=1

(5) = p(z) = (z — 2)(z — 1)
= Solucidn de la forma t,, = ¢12™ + c51™ + c3nl1™
(to >0=1t,>0Vn)=1t,=0(2")

it =0(2™)7 & jc1 > 07
n = tn — 2tn_1

c3 = —1
(12 4+ o + c3n) — 2(c 2" + ¢ + c3(n — 1)) N CZ) _ _9
= 2¢c3—Cy —C3 N o
N—— C1

=0 =1

tn2012n—n—2

(to >0 = £, > 0 Vn) =c1 > 0=1, =0(2")

c1 también se puede calcular, pero no es necesario.

Problema: no siempre se puede usar este método para determinar 6.
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1.4 Resolucién de recurrencias (14)

e A —— ———— I S A S —— S
: -, 1 n=>0
= Ejemplo 5: ¢, = { M, — 2" sino
t —4t, 1 = —2" (4):b=2,p(n)=-1,d=0
(5) = p(x) = (z — 4)(z — 2)°*! = t, = 14" 4 2"
itn =0(4™)7
—2" = t, —4t, 1

= (Cl4n + Can) — 4(Cl4n_1 + 02271—1)
= — C2 2™
=1

Célculo de ¢;:

| sistema de ecuaciones

i ! C1am =1=ci+1=c¢c; =01
to =1

= t, = 2" # 0(4™)... Pero con tg > 1,t, = 6(4")

Conclusion: para algunas recurrencias las condiciones iniciales son determi-
nantes, mientras que en otras sélo importa que t5 > 0.
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1.4 Resolucién de recurrencias (15)

= Generalizacion:

| as recurrencias de la forma:

aotn + aitn_1+ -+ + agtn_x = bIp1(n) + bipa(n) + . .. (6)

donde las b; son constantes y los p;(n) son polinomios de grado d;, se
resuelven con:

(aoz® + arx™ 1 4+ -+ ap)(x — b)) DTz — by) 2T (7)

Un factor corresponde al lado izquierdo, un factor por cada término al lado
derecho.
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1.4 Resolucién de recurrencias (16)

0 n=>0

" Ejemplo 6: 7, = { 2tp_1 +n+2" sino

by = 17]?1(”) =n,d; =
b2 — 2,p2(n) — 1,

(7) = (z =2)(z - 1)*(z - 2) = (z - 1)*(z — 2)*
=1, =c11" 4+ conl"™ 4 32" 4+ c4n2"™

tn, = O(n2")

ith =0(n2")? & jcy > 07

tn — Qtn_l =n+4+ 2" (6)

i (en recurrencia original) — n 4+ 2" = (2c3 —¢1) —con + _c¢q4 2"

=1
= t, = 6(n2")

i (sistema de ecuaciones) — t,, = n2" + 271 —n — 2
= t, = 0(n2")
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1.4 Resoluciéon de recurrencias (17) - Cambios de variable
e A —— —— B |

1 n=1
3'(n/2)+n n=2"n>1
Sustituir n por 2  —  nueva recurrencia t; = T'(2")
n/2 — 2¢/2=2"1
T'(n) funcién de T'(n/2) — t; funcién de t;_1: lo que sabemos resolver

= Ejemplo 1: T'(n) = {

=t;, =T(2") =372 1) + 2" =3t;_1 +2°
= t; — 3151'_1. — 2 (4) - (5) (CE — 3)(37 — 2)
t; = 13" + o2’ _ logon logon
T(2%) = t; & T(n) = tiogy,n = 21 [ = 1 1) = 320422
= T(n) = c1n'°923 + con = O(n'°93)
iT(n) =0(n'°93)? < jc; > 07
n =T(n)—3T(n/2)
= (1n'°923 + con) — 3(c1(n/2)1°923 + co(n/2)) « (1/2)%923 =1/3

= —c3(n/2)
Co = —2 _ log3\ < "
= Tn) >0 }:>01>O:>T(n)—9(n ) si n es potencia de 2
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1.4 Resoluciéon de recurrencias (18) - Cambios de variable
e A —— —— B |

= Ejemplo 2: Recurrencias Divide y Venceras
T(n) =T (n/b) + cn®,n > ng (8)

Conl>1,0>2,k>0,nyg>1€ Nyc>0¢€R,
cuando n/ng es una potencia exacta de b (n € {bng, b*ng, b°ng. .. }).

Cambio de variable: n = b'ng
= tz‘ = T(bzno) = ET(bi_an) + C(bino)k
= (t;_1 + cnfb*
= t; — lt;_1 = cenE(VF)Y (4): p(i) = enf,d = 0,b = bk
(5) = (z — O)(z —b")
t = Clgi + Cg(bk)' (*)
i = logy(n/ng) cuando n/ng es una potencia exacta de b
= d' = (n/ng)"°9%% para d > 0
= T(n) = (c1/ng™" )" + (ca/nf)n"
= cgn'ot 4 cqnf (5x)
—cn® =T(n) — 4T (n/b) =

(en recurrencia original) — (1= /W) eqnk = cq = /(1 — £/bF)
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1.4 Resoluciéon de recurrencias (19) - Cambios de variable
e A —— —— B |

= Ejemplo 2: Recurrencias Divide y Venceras: (Cont.)
i Notacién asintética para T'(n)? < jtérmino dominante en (%x)?

1. £<b"=ci>0Ak>logl = cyn® domina
= T(n) = 0(nF)
2. >0 =cs <ONlogyl >k = c3 > 0, csn'°9%* domina
= T'(n) = O(nlo9w?)
3. £L=b=c4=0¢/0
Problema: (%) no proporciona la solucién general de la recurrencia
(z = O)(x =) — (z—b)?
= t; = C5(bk)i + C6Z<bk)z
& T'(n) = cen® + cgnFlogy(n/ng)
En recurrencia original: — cg = ¢ > 0 = cn”logy(n/ng) domina
= T'(n) = O(n*logn)
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1.4 Resoluciéon de recurrencias (20) - Teorema Divide y Venceras
e A ——— e« . NI - S S

Si una recurrencia es de la forma (8), se aplica el Teorema Divide y Venceras:

0(n*) si £ < bk
T(n)=1<{ O(nFlogn) si =0k (9)
O(nlogt)  si 0> b

Para el analisis de algoritmos, se suelen manejar desigualdades:

T(n) < €T (n/b) + cn® n > ng con n/ngy potencia exacta de b

O(nk) si £ <b*
= T(n) =<{ O(n*logn) si =0k
O(ntowt)  si £ > b
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