Correccion de la semdntica asercional o axiomdtica

1 Correccion

Veamos primero un par de resultados técnicos.
Si Av[a]lo = m, entonces

o Av[agla/X]|]Io = Av[ap]l(c]m/X])

Se prueba por induccién estructural en a y el tinico caso interesante
es cuando qg = X.

Av[X[a/X]||Io = Av[a]loc =m
y por otro lado:

Av[X]I(o[m/X]) = (o[m/X])(X) = m

o =1 Bla/X] si,ysolosi (o[m/X]) = B (1)

De nuevo se procede por induccién estructural en B. Si B no contiene
X entonces el resultado es evidente. Veamos un par del resto de casos
(los deméds son analogos):

Si B = ap = a; entonces, por la construccién de la sustitucion,
(ap = a1)[a/X] = ((aola/X]) = (a1]a/X]))

y el hecho de que
o =1 (aola/X)) = (aifa/X))
equivale, por definicién de la semdntica denotacional, a
Avlapla/X]]Io = Av]ai|a/X]] 1o

lo cual, como acabamos de ver en el resultado anterior, es equivalente
también a

Avfao]I(c[m/X]) = Av[a1]I(c[m/X])
que es, de nuevo, claramente cierto por la semantica de ap = a1.
Como segundo caso consideremos B = A; = Ay y recordemos que
o=l A = Ay significa, por definicién, que

O'#IAl (6] O'):IAQ



En primer lugar, ;Qué significa ahora o =/ Bla/X]? Por construcciéon
sera
o Aila/X] o o =l Asla/X]
y, por hipétesis de induccién estructural, se tiene:
o =1 Ai[a/X] si,ysolosi (o[m/X]) =" A
(0 lo que es equivalente o ¥/ A;]a/X] si, y solosio[m/X]) ¥l A1y
o =1 As[a/X] si,ysolosi (o[m/X]) = Ay

por lo tanto
o ¥l A[a/X] o o ! As[a/X]
es equivalente a
(o[m/X]) ¥! A1 o (o[m/X]) E' Az
lo cual, por definicién, es lo mismo que
(olm/X]) ' A1 = Ay
que es lo que queriamos probar.

2 Resultado principal de correccién

Sea {A} ¢ { B} una asercion de correccién parcial. Entonces: Sit {A} c{B},
entonces = {A} c{B}

Demostracion:
Bastard probar que cada regla de Hoare es correcta en el sentido que si
las premisas son vélidas, entonces la conclusion también lo es.

2.1

La regla skip es evidentemente correcta.
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Figure 1: Arriba izquierda Bla/X], derecha B. Abajo izquierda o =/
Bla/X]y derecha (o[m/X]) E! B
2.2

Sic = X := ahabra que probar que (dado que no hay premisas) = {Bla/X|} X := a{B}
y para ello habré que probar que dada cualquier interpretacién I y cualquier
estado o, se tiene:

o = {Bla/X)} X = a{B}

que, por definicién equivale a:
(0 =" Bla/X]) = ((C[X := a]o) ' B)

pero sabemos que C[X := a]lo = o[m/X] (ndtese que seguimos suponiendo
que Av[a]lo = m) de modo que lo que tenemos que probar es:

o = Bla/X]) = o[m/X] ! B)
pero esto es precisamente el resultado anterior 1.

2.3

Para el caso de la concatenacién, supongamos que

F{A}co {C} )



y que
={C}ea{B}. ®)

De aqui hemos de obtener que = {A}cp;c1 {B}. O sea que si ¢ =1 A,
entonces Clcp; c1]o ! B. Pero, por definicién, y llamando o’ = Cleg]o y
0" = €[c1]o’ tenemos que o’ =1 C por 2y que o” ! B por 3.
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Supongamos, para la regla del condicional, que
= {ANDb}co{B} 4)

y
={AA=b} e {B} ()

Habréa que ver que:
= {A}if bthen ¢gelse ¢ {B}

Para ello supongamos que para un estado ¢ y una interpretacion I se tiene
que o =1 A.

Si C[b]o = true (con lo cual tendremos ya que o =/ A A b) y llamamos
o’ a C[cp]o sabemos, por semantica denotacional que

Cfif bthen cypelse ci]o =0’

Pero por 4 se tiene o’ = B.
Andlogamente se prueba si C[b]o = false y los dos casos agotan todas
las posibilidades.

Introduciremos ahora una notacién que resulta cémoda.
¢ = C[cJo

(Notese que, implicitamente, estamos suponiendo que la ejecucién de c en
el estado o termina y lo hace en el estado o°.)

Entonces, debido a la seméntica denotacional de la concatenacién de
programas es facil ver que:

e[[c]] (()'(Cn)) _ O_(Cn+1)

n

. L, ——
entendiendo que ¢" representa la concatenacién c;c; - - - C.



2.5

Veamos ahora el caso del bucle while. Recordemos que la seméntica de
while b do c es justamente  J,,., I'"(0) que es el menor punto fijo de T" :
(¥ — %) — (¥ — X) definida por:

I'(f)o = { f(of) si Bb]o = true

o si B[b]o = false

Si llamamos
Q) = C[while bdo ] :

R )

Si Q) esté4 definida en 0 y o |= b habra un primer m tal que o(*™) = —by
m = n + 1. Entonces

Qo) = Q(0°) = Qo)) = - = Q') = Qo)) = 5™

Abreviemos también D = {o € ¥ | B[bJo = false } De esta forma
es facil representar los dominios de las sucesivas potencias I'()) que nos
ayudard a comprender su significado:



rom) =0 Dy
0(c¢) si ob=b
L)) o si o= -b Dy
- {0 So0, izl
Py o) - { O si ol D?’:D?U{”e&f'a‘i';z
o si o ): —b & 0_(02) ): —\b}
Dpy1=D,U{ceX|ob
& o E=b
"D)(c°) sioo = & ol b
T+ () (o) :{ g ()(e°) g J;l:b = E
& o@D
& o) = -b}

Resumiendo,

() (o) = o

(6)

significa que si se ejecuta while b do c en el estado o el programa termina
en el estado ¢’ despues de, a lo sumo n ejecuciones del bucle ¢ y ademds o’

no satisface el test b.

Después de estas consideraciones abordemos ya la veracidad de la regla
de Hoare para el bucle while. Supongamos que

= {AAB} {4}

Hemos de probar que

= {A}while bdo c{AA b}

Partamos pues de la hipétesis o =/ A y supongamos que

CJwhile bdo cJo =o'
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Entonces, lo que hay que comprobar es que o’ = A A —b.
Sabemos, por seméntica denotacional que

o' = (U rw)) (0) )

new

0 sea, que existe un mas pequeiio m para el cual:
o' = (I (0)) (o)

Si o ! b, (0 sea B[b]o = false ), entonceso’ =ocyo =L AA-by
habremos terminado.

Si, por el contrario, o ):I b, entonces estamos en la situacion descrita
en 6 ym = n+ 1 para algin n, pero ahora ademads, por la hipétesis =
{A A b} c{A} se tiene que, como o = A Abentonces o) =L A VE <ny
tendremos que el estado resultante o(¢") = €[c](¢(™)) debe satisfacer A, es
decir o' = o(°™) =1 A pero para este dltimo o’ = o(¢™) =/ =b por lo tanto
o' ! A A =b como querfamos demostrar.



