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EJERCICIOS RESUELTOS DE CADENAS DE MARKOV

1) En un pueblo, al 90% de los dias soleados le sidisnsoleados, y al 80% de
los dias nublados le siguen dias nublados. Coniefstamacion modelar el
clima del pueblo como una cadena de Markov.

SOLUCION:

Se trata de una cadena de Markov con dos estadteaff®, Nublado} que para
abreviar representaremos por {S, N}, siendo la inatle probabilidades de
. (0,9 01]
transicion: P =
02 08
2) El ascensor de un edificio con bajo y dos preadiza viajes de uno a otro piso.
El piso en el que finaliza el viaje n-ésimo deleasor sigue una cadena de Markov.
Se sabe que la mitad de los viajes que partenajelde dirigen a cada uno de los
otros dos pisos, mientras que si un viaje comienzel primer piso, solo el 25% de
las veces finaliza en el segundo. Por ultimo, sirapecto comienza en el segundo
piso, siempre finaliza en el bajo. Se pide:

a) Calcular la matriz de probabilidades de transiciéra cadena

b) Dibujar el grafo asociado

c) ¢Cual es la probabilidad de que, a largo plazaseénsor se encuentre
en cada uno de los tres pisos.

SOLUCION:
a) Los estados de la cadena los denotaremos por I 0 2} haciendo
corresponder el 0 al bajoy 1 y 2 al primer y selgupiso respectivamente.

Las probabilidades de transicion son:

poo= P(R=0 / R,.1=0), esto es la probabilidad de que el ascensens@entre en
la planta baja si en la etapa anterior estaba @hatda baja. Obviamente es 0,
porque se supone que de etapa a etapa el ascemsoege.

po1= P(R=1/ R,1=0), esto es la probabilidad de que el ascensen@gentre en
la planta primera si en la etapa anterior establa ptanta baja. Obviamente es
%. Basta leer el enunciado.

Y asi sucesivamente vamos obteniendo las distmmtasabilidades de transicion
cuya matriz es:

pO00 pO01 p02 o + 3
P=|pl0 pll1 pl12|=(2 0 %
p20 p21 p22 1 0 O
b) >
0 < 1
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c)

g.P=g , siendo q = (x,y,z) los valores de las probdbdes pedidas, afiadiendo
la ecuacion x+y+z =1

(X,Y.2). =(x,Y,X), afadiendo x+y+z = 1. produce el siguiente sistema

P sl O
O O d-
O al- Nl

4x-3y—-4z=0
x—-2y=0
2x+y-4z=0
X+y+z=1

cuyas soluciones son: x=8/17; y = 4/17,54

3% Un agente comercial realiza su trabajo en ¢redades A, B y C. Para evitar
desplazamientos innecesarios esta todo el diaa enidma ciudad y alli pernocta,
desplazandose a otra ciudad al dia siguiente, §ene suficiente trabajo. Despues de
estar trabajando un dia en C, la probabilidad ertgue seguir trabajando en ella al dia
siguiente es 0,4, la de tener que viajar a B ey (edde tener que ier a A es 0,2. Si el
viajante duerme un dia en B, con probabilidad d2@¥ tendra que seguir trabajando
en la misma ciudad al dia siguiente, en el 60%od&dsos viajara a C, mientras que ira
a A con probabilidad 0,2. Por dltimo si el agemenercial trabaja todo un dia en A,
permanecera en esa misma ciudad, al dia siguiemieuna probabilidad 0,1, irA a B
con una probabilidad de 0,3 y a C con una protudlde 0,6.
a) Si hoy el vigjante esta en C, ¢cual es la proluilde que también tenga que
trabajar en C al cabo de cuatro dias?
b) ¢Cuales son los porcentajes de dias en los queeleacomercial esta en cada
una de las tres ciudades?

SOLUCION:

La matriz de transicion P es la siguiente paradgmA,B,C
01 03 06

P=|02 02 06|; El apartado a) consiste en averiguar el térmihg g5 decir el
02 04 04

término que ocupa la fila 3 y la columna 3 de ldrin&”. lo cual se obtiene con la fila
3y la columna 3 de’Pcuyos valores son:

- - 048

P?=| - - 048/, por tanto el término buscado es:
018 030 052

0,18.0,48+0,30.0,48+0,52.0,5P75008
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c) Nos piden las probabilidades estacionarias. Pdm lely que resolver el
siguiente sistema:

01 03 06
(x,y,2{02 02 06|=(x,y,2 ; x+ty+z=1
02 04 04

Desarrollando resulta el sistema de ecuacionesléae

-9x+2y+2z=0
3x-8y+4z=0
6Xx+6y—-62=0
X+y+z=1
dos ultimas :  12z=6 ; de ambas se deduce qu&1=0,1818 y = 7/22=0.3181

z = 0,5. En porcentajes serian el 18,18% parautdadi A, el 31,81 para B y el 50% para
la ciudad C.

elimino y en las dos primeras: -33x+12z = 0, y elmy en las

4°) Suponga que toda la industria de refrescoymmdios colas: Coca Cola y Pepsi
Cola. Cuando una persona ha comprado Coca Colarfzagrobabilidad de 90% de que
siga comprandola la vez siguiente. Si una persomp Pepsi, hay 80% de que repita
la vez siguiente. Se pide:
a) Si una persona actualmente es comprador de P€hsil gs la probabilidad de
gue compre Coca Cola pasadas dos compras a mahoy@
b) Si en la actualidad una persona es comprador den Cmda. ¢Cual es la
probabilidad de que compre Coca Cola pasadasdnepras a partir de ahora?
c) Supongamos que el 60% de toda la gente toma hay Cola y el 40% Pepsi. A
tres compras a partir de ahora, ¢Qué fraccibngdedmpradores estara tomando
Coca Cola.
d) Determinar el estado estable.

SOLUCION: La situacion se puede modelar como una caderidadkov con dos

estados {Coca-Cola, Pepsi-Cola}= {C,P}
La matriz de transicion para el orden C,P, es:

. (0,9 O;LJ
02 08

a) Se pide la probabilidad de transicion en dos pasoslecir que se pide el valor
en fila 2, columna 1 para la matriZ, Bbteniendose que este es : 0,2.0,9+0,8.0,2

=0,34
b) Aligual que en el apartado anterior se pide abvdé probabilidad de transiciéon
. . . 3 1 (781 219
en fila 1 y columna 1 para la matriZ. Ra matriz esP® = —— ;
1000\ 438 562

esto quiere decir que la solucion al problema 3810,
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c) El vector de probabilidad inicial es (0’6, 0'4), rptanto la probabilidad de
consumir ambos estados a partir de tres etapas es:

5 _ 5 , 1 (83 17
(06 04).P° . Calculamos primero“Presultando qué“ = —— ,
100\ 34 66
3 1 (781 219 -
Por tanto pP=—— , entonces el resultado solicitado es
1000( 438 562
ﬁ(6438 3562 = (06438 , 0'3562) ; esto es que al cabo de t@wpras el

64'38% comprara Coca Cola y el 35'62% comprara Repk.

d) El estado estable se determina resolviendo ehsséstle ecuaciones:

09 O oL . .
(%, y)(02 O,;j = (X, y) afadiendo la ecuacion x+y = 1, siendo x la prdiokol de
gue una persona compre Coca Cola a largo plazo enismo de que compre Pepsi

Cola.
-X+2y=0
El sistema resultante esi{ x—2y =0 , obsérvese que las dos primeras ecuaciones son
x+y=1
la misma por tanto quedémonos con las dos Ultiofasniendo como solucioén:
x=2/3 ;y=1/3.

59 La cerveceria mas importante del mundo (Gu)nesscontratado a un analista de
investigacion de operaciones para analizar su iposien el mercado. Estan
preocupados en especial por su mayor competidoné€kien). El analista piensa que el
cambio de marca se puede modelar como una cadeMdadev incluyendo tres
estados, los estados G y H representan a losediepte beben cerveza producida por
las mencionadas cervecerias y el estado | repeesmids las demas marcas. Los datos
se toman cada mes y el analista ha construidaylaesite matriz de transicion de los
datos historicos.

G H |
G 0702 01
H 0,2 0,75 0,05
I 01 0,1 0,8

¢,Cudles son los porcentajes de mercado en el esttdble para las dos
cervecerias grandes.?
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SOLUCION:

Tres estados {G, H, I}
El problema consiste en resolver el sistema formpdo las ecuaciones
siguientes:

(x,¥,2).P=(xY,2);x+y+z=1, siendo x la probabilidad de que el consumidor
compre G, y de que el consumidor compre H y z lajde consumidor compre |.
De ambas expresiones se obtiene el siguiente sistem

-3x+2y+z=0
20x—-25y+10z=0
10x+5y-20z=0

X+y+z=1

cuya solucion es x =9/26; y=10/26 z=7/26

6°) En una comunidad hay 3 supermercados (S1, 3Zxste la movilidad de un
cliente de uno a otro. El 1 de septiembre, ¥ delleates va al S1, 1/3 al S2 y 5/12
al S3 de un total de 10.000 personas. Cada m&ilesitiene el 90% de sus clientes
y pierde el 10% que se va al S2. Se averigu6 g8 sblo retiene el 5% y pierde el
85% que va a S1 vy el resto se va a S3, el S3 eetielo el 40%, pierde el 50% que
vaal S1yel 10% va al S2.

a) Establecer la matriz de transicion

b) ¢Cudal es la proporcion de clientes para los supeades el 1 de
noviembre?

c) Hallar el vector de probabilidad estable.

SOLUCION:

a) La matriz de transicion para el orden S1, S2gS:

09 01 O
P=| 085 005 010
05 01 04

b) Para el mes de noviembre (han transcurrido 2eméesde 1 de septiembre), la
proporcion de clientes es

L1 s 11 s 0895 0,095 001
~ = ZIP2=|= = = 08575 00975 0045|=(08158 00958 00883
4 3 12 4 3 12
0,735 0,095 017
La proporcion es del 81,58% para S1, 9,58% pana&23% para S3

c) El vector de probabilidad estable se obtienelvesndo:

X y,2.P=(xYy,2);x+y+z=1
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El sistema resultante es:
—-10x+85y+50z2=0

10x-95y+10z=0
y—-6z=0
Xx+y+z=1

de donde y =2/31, z=1/93; x =86/93

7°) Los consumidores de café en el area de Ponteuwsan tres marcas A, B, C. En
marzo de 1995 se hizo una encuesta en lo que mtfrev 1as8450 personas que
compran café y los resultados fueron:

Compra en el siguiente mes TOTALES
Compra actual Marca A Marca B Marca C
Marca A = 1690 507 845 338 1690
Marca B = 3380 676 2028 676 3380
Marca C = 3380 845 845 1690 3380
TOTALES 2028 3718 2704 8450

a) Silas compras se hacen mensualmente, ¢ cual stséribucion del mercado de
café en Pontevedra en el mes de junio?

b) A lalarga, ¢como se distribuiran los clientes afé?

c) Enjunio, cual es la proporcion de clientes lealssis marcas de café?

SOLUCION:

a) A la vista de las frecuencias anteriores, labgilidades de transicion, conservando
el mismo orden que la tabla (A,B,C) es:

03 05 02
P=| 02 06 02 ; De marzo a Junio hay 4 etapas por lo que nasnplaks
025 025 05

probabilidades de transicion al cabo de 4 meses,glee vendran dada por los
coeficientes de P

1 24 50 26 1 2376 4790 2834
P>=-—-23 51 26 P*=———|2375 4791 2834 =
100 1000
25 40 35 2395 4690 2915

0,2376 04790 0,2834
0,2375 04791 0,2834
0,2395 0469 0,2915

b) A lalarga se trata de la situacion estable:

03 05 02
(x y z) 02 06 02 :(x y z) , X+ty+z=1
025 025 05
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—7x+2y+252=0
5x—4y+252=0 ) .
y , resolviendo se obtiene: x =5/21; y=10/2k 217
2x+2y-5z=0

X+y+z=1

c) En Marzo la proporcion de clientes de A es: 2&8450 = 0,24 ; para B es
3718/8450 = 0,44 y para C es 2704/8450 = 0,32.

En el mes de junio la proporcion es:

03 05 02
(024 044 032) 02 06 02|=(024 0464 0,296) , es decir 24% para A,
025 025 05

46,4% para By 29,6% para C.



