Resumen : Aplicaciones lineales y matrices

Definicién. Sean V' y W espacios vectoriales. Una aplicaciéon f: V — W se
dice que es una aplicacion lineal si verifica:

L flv+2) = f(v) + f(v))
2. f(av) = af(v)

para cualesquiera v, v € Vy a € K.

Proposicion. Sean f:V — W y g: W — U aplicaciones lineales.
La composicién go f : V — U es también lineal.

Proposicion. Si f:V — W es una aplicacién lineal, se verifica:

1. Si U es un subespacio de V, entonces f(U) es un subespacio de W. En
particular, Im f es un subespacio de W. Ademds, si U = (uq, ..., us), entonces

2. Si L es un subespacio de W, entonces f~!(L) es un subespacio de V. En

particular f~1({0}) es un subespacio de V que se denotard por Nicleo de f 6
Ker f.

Ejercicio. Sea la aplicacién lineal f : R3 — R? definida por:
f(x,y72,’) = ($+y,$—z,m—z)

a) Calcular el nicleo y la imagen.

b) Calcular f=*((1,1,1), (0,0,1)).

c) Calcular f~'{(z,y,2) € R®/z —y + z = 0}.
Prueba:

a) Ker f={(z,y,2) ER3/x+y=0,2—2=0} =
{(z,y,2) ER3 )z = —y = 2} = {(z, —z,2)/z € R} = {(1,-1,1)).
Imf: <f(1»0a0)7 f(O,l,O), f(07071)> =

((1,1,1), (1,0,0), (0,—1,-1)) ((1,0,0), (0,—1,—1)).

(171,1)=(170E)—(07—1,—1)

b) f_l <(1, 171)7 (0307 1)> =
{(z,y,2) eR¥/(z +y,x — 2,0 —2) € (1,1,1), (0,0,1))} =

1 0 z+y
{(z,y,2) ER3/|1 0 x—2|=0}={(z,y,2) €ER3/2x +y — 2 =0}
11 z—=2

C) f_l{($>y72) ERS/Z‘—y—l—z:O}:
{(z,9,2) eR¥Jat+y—(x—2)+a2—2=0} =
{(z,y,2) e R®/z +y =0} = ((1,-1,0), (0,0,1)).

Teorema. Sean V y W espacios vectoriales, B = {vy,...,v,} una base de V' y
Wiy e, Wy, € W



Existe una tunica aplicacién lineal f : V. — W tal que f(v;) = w; para
1=1,..,n.

Proposicion. Sea f: V — W una aplicacién lineal entre espacios vectoriales
de dimensién finita.

1. f es inyectiva si, y sblo si, Ker f = {0} si, y sdlo si, cualquier subcon-
junto de V linealmente independiente tiene como imagen un subconjunto de W
linealmente independiente.

2. f es sobre si, y sélo si, cualquier conjunto de generadores de V tiene
como imagen un conjunto de generadores de W.

3. f es biyectiva si, y sélo si, la imagen de una base de V' es una base de W.

Corolario. Si V y W son espacios vectoriales de dimension finita, se tiene que:
V' y W son isomorfos si, y sélo si, dim V' = dim W.

Teorema de la dimensién. Sea f : V — W una aplicacién lineal y sea
dim V' = n. Se verifica que: dim Ker f 4 dimIm f = dimV

Corolario. Si f: V — V es una aplicacién lineal y dim V' = n, entonces: f
es inyectiva <= f es sobre <= f es un isomorfismo.

Matriz asociada a una aplicacién lineal.

Sean V' y W espacios vectoriales con bases B = {vy,...,v,} y B'={w1, ..., wn },
respectivamente.

Definicién. Si f : V — W es una aplicacién lineal definida por f(v;) =
Yot a;jw; para cada v; con j = 1,...,n, se llama matriz asociada a la aplicacion
lineal f respecto de las bases B y B’ a la matriz A = (a;;) € Mpxn(K) y se
denota por (f)g,p-

Notese que el orden de la matriz A es m x n siendo m la dimensién de W' y
n la de V' y que la matriz A tiene como columna j-ésima las coordenadas en la
base B’ de la imagen del vector v; de B.

Notacién. Si V es un espacio vectorial, B = {vy,...,v,} es una base de
V'y (z1,...,2,) son las cordenadas de un vector v € V en la base B, es decir
Z1

n . .
v =i, %;v;, la matriz columna : la denotaremos por (v)g.
In

Utilizando notacién matricial para la aplicacién lineal anterior f se tiene
que:

(f()s = (f)B.5 (V)85

Ejemplo. Sea f : R® — R* definida por f(z,y,2) = (z — y,y + 2,2, — 2)
y B={(1,1,1),(1,0,1),(1,1,0)} es una base de R? vamos a calcular la matriz
asociada a f respecto de la base B y de la canonica.



(flsc =

O = NN O
O R R
—_ o = O

Ademis si B = {(0,2,1,0),(1,1,1,0),(0,1,0,1),(0,0,0,1)}, se tiene que

1 0 0
01 0
(f)Bp = 00 1
0 0 0

Veamos a continuacion la relacién entre el producto de matrices y la com-
posicién de aplicaciones lineales.

Proposicién. Sean V, W y U espacios vectoriales con bases B = {vy,...,v,},
B'={wy,...,wn}ty B'={ui,...,us}.

Sif:V—Wyg: W — U son aplicaciones lineales, entonces

(9o flpr = (9)5 87 (f)BB € Msxn(K).

Ejemplo. Sea f : R?> — Ry g : R — R? las aplicaciones lineales definidas por
f(z,y) =x+yyg(z) = (z,3z). La composicién estd definida por (go f)(z,y) =
(z+y, 3x+3y). Las matrices asociadas a estas aplicaciones en las bases candnicas
son:

(Hee=@1Q 1), (9ecc= G) v(goflee= @) (1 1)= <;1), ;1),>

Corolario. Sean V y W espacios vectoriales con bases B = {v1,...,v,} ¥
B'={wi,...,w,} vy f:V — W una aplicacién lineal. Se verifica:

f es un isomorfismo <= A = (f)g,p es una matriz no singular

Matriz de cambio de base

Hemos visto que un espacio vectorial puede tener més de una base y vamos a
estudiar como varian las coordenadas de un vector al cambiar la base.

Consideraremos que V' es un espacio vectorial de dimensién ny By B’ son
bases de V.
Definicién. Se llama matriz de cambio de base de B a B’ a la matriz asociada

a la identidad de V' considerando en el dominio la base B y en el codominio la
base B’, es decir la matriz (idv)g g .

Noétese que si B = {v1,...,v,}, B = {v},...,v,} y v; = > a;jv}; entonces
(tdv)p,p = (aij) € Myp(K). Ademas, (v)p = (idv)s,5 (v)s, es decir, al multi-
plicar la matriz del cambio de base por la matriz columna de las coordenadas



de un vector v en la base B nos da la matriz columna de las coordenadas del
vector v en la base B'.

Observaciones.

1. La matriz de cambio de base de B a B’ es no singular por estar asociada
a un isomorfismo y su inversa es la matriz de cambio de base de B’ a B.

2. Si A = (a;5) € M, (K) es una matriz no singular y B'= {v], ..., v}, } es una
base de V'y definimos v; = Y _'_; ax;jv,, paraj = 1,...,n entonces B= {v1, ..., v, }
es otra base de V' y la matriz del cambio de base de B a B’ es A.

Nos planteamos ahora la siguiente pregunta. ;Cdémo cambia la matriz de
una aplicacién lineal al cambiar las bases en el dominio y en el rango?

Proposicién. Sean V y W espacios vectoriales, By= {v1,....,v,} y B, =
{vi,...,v),} bases de V' y By ={w1, ..., wn} y Bjy={w1,...,w,,} bases de W.
Si f:V — W es una aplicacién lineal se verifica que:

(N)By.Bw = (idw)sy, By ()8, 8, (1dv)5, B,

Ejemplo. Consideramos en R? las bases B= {(1,1,1),(1,2,0),(0,0,1)},
B'=1{(1,2,1),(1,0,0),(1,0,1)} y C la canénica.
La matrices de cambio de base de B a C y de C a B’ son:

-1

11
0 0] =@
0 1

— N =

1 1 0
(idgs)pe= |1 2 0| =4 y  (idgs)en =
1 01

Ademzis, (Z.d]RC“)B,B/ = (idR3)C,B/(idR3)B,C-

Nétese que también se podria hallar directamente (idgs)p g sin mds que
expresar los vectores de la base B como combinacién lineal de los de la base B'.

Definicién. Sean A, B € M,,x,(K). Se dice que A y B son equivalentes si
existen matrices no singulares P € M,,,(K) y Q € M, (K) tales que A = PBQ.

Teniendo en cuenta que toda matriz no singular puede ser pensada como
matriz de un cambio de base podemos afirmar que dos matrices son equivalentes
si, y sOlo si, son matrices asociadas a la misma aplicacién lineal respecto de
diferentes bases.

Teorema. Sean V y W espacio vectoriales de dimensién n y m, B y B’ bases
de V y W, respectivamente.

Si f:V — W es una aplicacién lineal tal que A = ()5 € Mpyxn(K),
entonces r(A) = dim(Im f).

Teorema. Sean A, B € M, xn(K).

Las matrices A y B son equivalentes si, y sélo si, r(A) = r(B).



