Capitulo 2

Sistemas de Ecuaciones
Lineales y Matrices.
Determinantes

2.1. Preliminares

Consideremos K = Q, K = R o K = Z, con p un nimero primo. Para
cada uno de estos conjuntos conocemos dos operaciones, una operacion suma
(+ : K x K — K) y una operacién producto (denotada por - : K x K — K).
Estas operaciones verifican las siguientes propiedades:

e ASOCIATIVA: para cualesquiera «, 3, v € K se verifica

(@+f)+rv=a+@B+y), (a-f)-y=a-(F-7)

e Existe 0 € K tal que 0 + @ = a = a4+ 0, Yo € K (0 es el elemento
neutro para la suma).

Existe 1 € K talque 1-a=a =«a-1, Va € K (1 es el elemento neutro
para el producto).

e Para cada a € K existe el elemento —a € K (llamado el elemento
opuesto de « para la suma) tal que a + (—a) =0 = (—a) + a.

Para cada a € K —{0} existe el elemento ! € K (llamado el elemento

inverso de a para el producto) tal que a-a t=1=a"! a.

e CONMUTATIVA: para cualesquiera «, § € K se verifica
a+pB=0+aq, a-6=0 «
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e DISTRIBUTIVA DEL PRODUCTO REPECTO A LA SUMA: para cualesquiera
a, 3, v € K se verifica

a-B+y)=a-B+a-v y B+7y)-a=F-a+7-«a

Un conjunto K con dos operaciones internas 4 y - cumpliendo las pro-
piedades anteriores se llama cuerpo conmutativo. Los elementos de K se
llaman escalares.

Ejemplo 2.1.1. (Z7,+,-) es un cuerpo conmutativo, en el cual los opuestos
de 0,1,2,3,4,5y 6 son 0,6,5,4,3,2 y 1, respectivamente, y sus inversos son
17'=1,2"1=4,41=2 31=5 51=3y6!=6.

[. Sistemas de Ecuaciones Lineales y Matrices

2.2. Sistemas de Ecuaciones Lineales

Sea K un cuerpo conmutativo, una ecuacién lineal con n-incognitas
T1,T9,...,T, con coeficientes en K es una expresion de la forma:

a1 ry +asxs + ...+ a,x, = b

donde los términos aq, as, . . ., a, son elementos (conocidos) de K y se llaman
coeficientes, el término b es también un elemento (conocido) de K llamado
término independiente. Si b = 0, la ecuacion se dice homogénea.

Notese que en una ecuacion lineal no pueden aparecer términos como una
incégnita al cuadrado ni el producto de dos incognitas.

Ejemplo 2.2.1. Las ecuaciones 2z + 5y = 0, 3z — y + 2z = 6 son ecuaciones
lineales, mientras que 22? + 5y = 0, zy + 32 = 1, sen(z) +y = 0 no son
lineales.

Una solucién de una ecuacién es una asignacion de valores a las incégnitas
de forma que se verifique la igualdad. Asi, por ejemplo, para la ecuacion
2z + by = 0, con coeficientes en R, una soluciéon es z = 0,y = 0 y otra
solucién es = 5,y = —2. Si consideramos la ecuacién 2x + 5y = 0 con
coeficientes en Z; una solucién es © = 5,y = 5.

Cuando tenemos varias ecuaciones lineales, hablaremos de sistema de
ecuaciones lineales y los coeficientes llevaran un doble subindice, para hacer
referencia a la ecuacién en la que aparecen y a la incognita a la que multipli-
can (més adelante formarén parte de una matriz).
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Definicién 2.2.2. Un sistema de m ecuaciones lineales con n incégni-
tas es una coleccion de ecuaciones lineales:

a;1ry + a12xy + ... + ALy = b1
a21r1 + Q9229 + ... -+ AonLy = b2
Ap1T1 + QmaXs + ... + QpnTn = bn

Un sistema de ecuaciones homogéneas se denomina sistema homogé-
neo.

Una solucién del sistema es una colecciéon ordenada o = (o, g, . . ., ()
de elementos de K tales que:

a1y + appos + ... + A1y, = b1
as1Qx1 + Qg0 + ... + Aoy = b2
Am101 + Apa0e + .. Ay = bm

Un sistema es compatible si admite alguna solucion. En caso contrario,
se denomina incompatible. Cuando la solucién del sistema es tnica, el sis-
tema es compatible determinado y si hay mas de una solucién, se habla
de sistema compatible indeterminado. Un sistema homogéneo siempre es
compatible pues admite, al menos, la solucién trivial z; = 0,2, =0,..., 2, =

0.

Ejemplo 2.2.3. Una solucién del sistema con coeficientes en R

r 4+ y = 2
x — y =0

esx =1,y =1 y esta es la tnica soluciéon. Sin embargo, el sistema
r + y = 2
r + y = 3

no tiene solucién. Finalmente, el sistema

r + y = 2
2v + 2y = 4

tiene mas de una solucién, en concreto, la solucién general de este sistema es
el conjunto {(\,2 — \; A € R}.
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Dos sistemas con n incognitas se dice que son equivalentes si tienen el
mismo conjunto de soluciones. Las operaciones que permiten transformar un
sistema en otro equivalente son:

1) Intercambiar dos ecuaciones del sistema.

11) Multiplicar una ecuacién por un escalar no nulo.

)
)

I1I) Sumar a una ecuacién otra distinta del sistema.
)

1v) Aplicar reiteradamente las reglas anteriores; en particular, sumarle a
una ecuacién una combinacion lineal (suma de multiplos) de las restantes

ecuaciones.

Veremos como resolver un sistema de ecuaciones lineales mediante el
Método de Gauss, que consiste en transformar un sistema en otro equiva-
lente que sea escalonado (a través de las operaciones permitidas) y resolver
éste, si es posible, o concluir que no posee solucién. Un sistema se denomina
sistema escalonado si, en cada ecuacién, la primera incégnita que aparece
(la primera que estd multiplicada por un coeficiente no nulo) no aparece en las
siguientes ecuaciones del sistema, es decir, sus correspondientes coeficientes
serian cero. El primer coeficiente no nulo en cada ecuacién de un sistema
escalonado se llama pivote.

Ejemplo 2.2.4. Consideremos el sistema:

2 + y + 2z = 1
dr + vy = =2
-2z + 2y + =z 7

Procedamos a efectuar operaciones elementales en él. A la segunda ecuacion
le restamos la primera multiplicada por 2 y a la tercera ecuacion le sumamos
la primera. Nos queda, entonces, el sistema

2 + Yy + z = 1
-y — 2z = -4
Jy + 2z = 8

A continuacién, le sumamos a la tercera ecuacion la segunda multiplicada
por tres y nos queda:
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Se obtiene asi un sistema escalonado. Ahora se pueden seguir dos caminos.
Una primera posibilidad, el método de Gauss, consiste en hacer substitucién

regresiva: de la ultima ecuacion, deducimos que z = 1; substituimos ese
valor de z en la segunda ecuacién y obtenemos y = 2; finalmente, de la
primera ecuacion deducimos que = —1. Por otra parte, el método de Gauss-

Jordan consiste en continuar simplificando el sistema mediante operaciones
elementales: multiplicando la tercera ecuaciéon por el inverso de —4 se obtiene

2 + y + 2z = 1
-y — 2z = —4
z = 1

sumando a la segunda ecuacién el doble de la tercera y restando a la primera
la tercera se tiene:

2 + vy = 0
-y - _9
z = 1

y, finalmente, sumando a la primera ecuacién la segunda, multiplicando ésta
por —1 y luego la primera por el inverso de 2 se resulta:

x = -1
z = 1

con lo que se obtiene la solucién del sistema.

Se trata pues de un sistema compatible determinado. Geométricamente,
podemos interpretarlo como tres planos que se cortan en un punto (hemos de
recordar que la ecuacién de un plano en el espacio es de la forma ax+by+cz =
d, con lo cual cada ecuacién del sistema representa un plano en R?).

Veamos ahora otros dos ejemplos de aplicacion del método anterior.

Ejemplo 2.2.5. Consideremos el sistema:

r+y + 2z = 3 r + y +
r —y — z = —1 By By, E3s—3E1, E2/(-2), Es/(—2) y +

Ahora le restamos a la tercera ecuacion la segunda y nos queda:

r +y + z = 3
y + 2z = 2
0 = -1

W W W

[\]
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que se corresponde con un sistema incompatible. Sea ahora el sistemas:

r — 2y + 2z = =3 r — 2y + z = -3
2 + 3y — 2z = 5 ~E,—2E,, E3—3E; 7y — 4z = 11
v + y — 2z = 2 Ty — 4z = 11

Si ahora le restamos a la tercera ecuaciéon la segunda, nos queda:

r — 2y + 2z = -3
Ty — 4z = 11
0 = 0

Este seria un ejemplo de sistema compatible indeterminado. Podemos
poner
2=ty = %t—i—l—?l, T = %t—l—% con t € R. Es decir, el conjunto de soluciones

es S={(1t+ 1,3t + 2, t,t); t € R}.

Teorema 2.2.6. (Discusion de un sistema escalonado). Consideremos un
sistema escalonado de m ecuaciones lineales, n incognitas y con r < n
ecuaciones no nulas (algin coeficiente es distinto de cero) que supondremos
las primeras del sistema. Se verifica que:

1) Si alguno de los términos independientes de las m —r ecuaciones nulas
es distinto de cero, el sistema es incompatible.

11) Si todos ellos son nulos, el sistema es compatible, pudiéndose dar dos
casos:

a) Sir=n, el sistema es compatible determinado.

b) Sir <mn, el sistema es compatible indeterminado.

Demostracion. 1) Supongamos by #0.S510-a3 +0- s +---4+0-a, =
bs = 0 # 0 (absurdo). Por tanto no existe solucidn.

11) a) Reordenando el sistema, si es necesario, podemos suponer que
tiene la forma

a11T1 + aexs + ...+ a1px, = bl )
A92xo + ...+ QopTy, = bg
AppTy = bn
0 = 0 )
con a; # 0 para todo i € {1,2,---,n}. Se resuelve despejando

regresivamente.
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b) Sir < n. Transformamos el sistema en un sistema de r ecuaciones
con r incognitas escalonado y compatible. Para ello pasamos n —r
incognitas a la parte derecha considerdndolas parte del término
independiente y se las denomina pardmetros (no pueden ser cua-
lesquiera, lo habitual es considerar las incégnitas cuyos coeficientes
no son pivotes). A continuacién se resuelve despejando sucesiva-
mente, quedando la soluciéon en funcién de los n — r pardmetros,
y por tanto, no es unica.

0

Ejemplo 2.2.7. Dado un sistema de 4 ecuaciones con 4 incégnitas, al calcular
un sistema escalonado equivalente se obtiene:

r -y + z — 2t =
z +

r 4+ z =4 4+ y + 2t
z =1 -t

O O

t
0 =
0
Finalmente, tenemos el sistema equivalente

r =3 + y + 3t
z = 1 -

con y,t € R. Notese que en este caso se han tomado y y t como parametros.

2.3. Operaciones con Matrices

Como podemos observar, son los coeficientes y los términos independien-
tes de cada ecuacion de un sistema de ecuaciones lineales los implicados en
el método de Gauss. Utilizaremos, pues, una representacion de los sistemas
haciendo uso de las matrices.

Definicién 2.3.1. Una matriz A = (a;;) de orden m x n sobre un cuerpo
K es una colecciéon de mn elementos de K dispuestos en una tabla de doble
entrada con m filas y n columnas. Al elemento que ocupa la fila i-ésima y la
columna j-ésima, se le denota a;;. Asi pues:

ai ai12 ... Aip
21 929 ... Qop

A:

Am1 Am2 ... Qmnp



48 CAPITULO 2. SISTEMAS, MATRICES Y DETERMINANTES

Dos matrices A = (a;;) y B = (b;;) son iguales si tienen el mismo orden
y, para cada par de indices 4, j se verifica que a;; = b;;. Al conjunto de las
matrices de orden m X n con coeficientes en K se denota M,,y,(K). La
matriz nula 0 es la matriz con todos los coeficientes iguales a 0. Si m = n,
las matrices se llaman cuadradas y el conjunto de todas ellas se denota por
M., (K). La matriz identidad de orden n, I,, € M,,(K) es la matriz a;; = 0
sit#jya;=1sii=]j.

Una matriz con una unica fila se llama matriz fila y con una unica
columna se llama matriz columna.

Ejemplo 2.3.2. Las matrices

a 2 3 1 2 3
A‘(4 5 6) Y B_<4 5 b)
son matrices de orden 2 x 3 y son iguales si, y sélo si, a = 1 y b = 6. Sin
embargo, las matrices

12 3
A_(456)y0_

no son iguales porque son de distinto orden.

O =
S ot N
S O W

Sea A = (a;;) una matriz cuadrada de orden n. A se dice que es:
1) simétrica si a;; = a;;, para todo i,j € {1,...,n},

11) antisimétrica si a;; = —a;;, para todo i, j € {1,...,n}

111) triangular superior si a;; = 0, para todo ¢ > j,

1v) triangular inferior si a;; = 0, para todo i < j,

V) diagonal si a;; = 0, para todo @ # j.

Definicién 2.3.3. Sean A = (a;;) y B = (b;;) dos matrices en M, (K).
Se define la suma de A y B como una matriz A + B € M,,x,(K) cuyos
coeficientes son

(A+ B)ij = ai; + by

Si A € K es un escalar, la matriz AA € M,,,«,(K) tiene por coeficientes

()\A)z] = )\aij
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Proposicién 2.3.4. Si A = (a;;), B = (bij) € Mpxn(K) y A\, € K, se
verifican las siguientes propiedades:

1) (Mpxn(K),+) es un grupo conmutativo, es decir, la suma de matrices
verifica las propiedades:

e asociativa: A+ (B+C)=(A+ B)+C, VA, B,C € M ,«n(K),

e clemento neutro: la matriz nula 0 € Mxn(K) verifica A+ 0 =
0+A=0, VA € Mysn(K),

e clemento opuesto: dada una matriz A = (a;;), la matriz —A =
(—ai;) verifica A+ (—A) =0=(—A) + A,

e conmutativa: A+ B =B+ A, VA, B € Mxn(K).
1) (A+p)A=MNA+ pA,
1) M(A+ B) = A+ \B,
V) A(pA) = (An)A,
V) 1A = A.

Definicién 2.3.5. Sean A = (a;j) € My,uxn(K) v B = (b;j) € Myxp,(K) dos
matrices. Se define el producto de A y B como una matriz A- B € M,,»,(K)
cuyos coeficientes son

blj n
(A . B)Z] = (ail . &m) = Z aikbk]’ = ailblj + aigbgj + ...+ &mbn]’,
bnj k=1

para todoi € {1,...,m} yje{l,...,p}.

Proposicién 2.3.6. Sean A, A" € Myun(K), B,B" € M,,(K) y C €
M, o(K). Se verifican las siguientes propiedades:

1) (A-B)-C=A-(B-0),

1n) (A+A)-B=A-B+ A" B,

u) A-(B+B)=A-B+A-B,
w)A-IL,=Ayl, A=A,

v) (M) -B=A-(AB) = XA B); para todo X € K.
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Ejemplo 2.3.7. 1) El producto de matrices no es conmutativo. Por ejem-
plo:

() Ge)-n)e ) (Ga)(3)

11) Puede ocurrir que el producto de dos matrices no nulas sea nulo. Por

ejemplo:
10 00\ (00
10 1 1) 00O

Definicién 2.3.8. Sea A = (a;j) € My,xn(K) una matriz cualquiera. Se
define la traspuesta de A como la matriz A* € M,,,,(K) tal que (A%);; =
a;;, paratodoi € {1,....m} y je{l,...,n}.

Proposicion 2.3.9. Se verifican las siguientes propiedades:
1) (A = A, VA € Myyun(K),
1) (A+ B) = A"+ B", VA, B € M,,xn(K),
1) (AA) = MAY, VA € My (K),
1v) (A-B)' = Bt A', VA € Myn(K), ¥VB € My (K),

Demostracion.
(A-B)y=(AB); =) apbu=) (Ba (A)y = (B"- A,
k=1 k=1
v) Si Ae M, (K):
a) A es antisimétrica si, y sélo si, A" = —A,

b) A es simétrica si, y sdlo si, A= A,
c) A+ A' es una matriz simétrica,

d) A— A" es una matriz antisimétrica.

2.4. Forma matricial de un sistema

Dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas:

a11T1 + 12T + ... + QinTy, = b1
211 + A99T9 + ... + Aonly, = bg

1Tl + AmaTos + ... + QGunZn = bm
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se llama matriz de coeficientes del sistema a la matriz A = (a;;) €
Msn(K). Si denotamos por X = (z1...2,)" € Mux1(K) a la matriz
columna de las incégnitas y por B = (by...b,)" € M, x1(K) a la matriz
columna de los términos independientes, el sistema se puede expresar como

A-X =B (forma matricial del sistema).

La matriz (A|B) € M, (n+1)(K) se llama matriz ampliada del sistema.

Las operaciones elementales sobre las ecuaciones de un sistema que realiza
el método de Gauss con el objeto de transformar el sistema en otro equiva-
lente pero escalonado, se corresponden de forma natural con las operaciones
elementales que se pueden efectuar en las filas de la matriz ampliada de dicho
sistema.

Las operaciones permitidas sobre las filas de una matriz dada (la ma-
triz ampliada del sistema) para obtener la matriz ampliada de un sistema
equivalente son:

1) Intercambiar la posicién de dos filas cualesquiera de la matriz.
) Multiplicar todos los elementos de una fila por un escalar no nulo.
111) Sumar a una fila otra fila distinta cualquiera de la matriz.
)

Aplicar reiteradamente las reglas anteriores; en particular, sumarle a
una fila una “combinacién lineal” (una suma de multiplos constantes)
de las restantes filas.

Dos matrices se dice que son equivalentes por filas si una puede obte-
nerse a partir de la otra mediante una secuencia finita de operaciones ele-
mentales en las filas.

Anélogamente se pueden definir las mismas operaciones para las columnas
de una matriz y obtener matrices equivalentes por columnas.

2.5. Matrices elementales

Las operaciones elementales efectuadas en una matriz A € M, (K),
ya sean por filas o por columnas, se pueden realizar multiplicando la matriz
A por la izquierda, para las filas, o por la derecha, para las columnas, por
determinadas matrices llamadas matrices elementales.

Llamaremos matrices elementales de orden n a las matrices resultantes
de aplicar una (y sélo una) transformacion elemental por filas a la matriz
identidad de orden n. Puesto que hay tres tipos de operaciones elementales,
existiran también tres tipos de matrices elementales:
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1) Denotamos por E;; a la matriz elemental obtenida de la matriz identi-
dad intercambiando las filas i-ésima y j-ésima, esto es:

1

11) Denotamos por E;(A) a la matriz que se obtiene de la identidad multi-
plicando por A # 0 los elementos de la fila i-ésima:

1

Ei(\) = ) A

111) Denotamos por E;; a la matriz que se obtiene de la identidad suman-
do a la fila i-ésima la fila j-ésima multiplicada por .

1

Ei+)\j =

Notemos que las matrices elementales se pueden obtener también apli-
cando a la identidad transformaciones elementales de columnas.

Sea A € Myyxn(K) y sean E y F matrices elementales de 6rdenes m y
n, respectivamente. Entonces:

e FA es la matriz que se obtiene de A realizando en sus filas la mis-
ma transformacién elemental con la que se obtiene E a partir de la

identidad.
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e AF es la matriz que se obtiene de A realizando en sus columnas la
misma transformacion elemental con la que se obtiene F' a partir de la

identidad.

Una matriz A € M, x,(K) se dice que es escalonada por filas si cada
una de las filas de la matriz, excepto tal vez la primera, comienza con una
secuencia de ceros con al menos un cero mas que la fila anterior o esta formada
unicamente por ceros; estas filas estan colocadas en las dltimas posiciones de
la matriz.

Noétese que la matriz asociada a un sistema escalonado es una matriz
escalonada por filas.

Anélogamente, se define el concepto de matriz escalonada por columnas.

Ejemplo 2.5.1.

A=[o0150 o], B= , C=
0001 o 0001 2 00 1
0000 0 000

Asi, para resolver un sistema de ecuaciones lineales A - X = B por el
método de Gauss consideramos la matriz ampliada del sistema y mediante
operaciones elementales “en las filas” buscamos una matriz en forma escalo-
nada que se corresponderd con un sistema equivalente al de partida.

Ejemplo 2.5.2.

ry + Ty — r3 = 4
3.151 — To + r3 = 4
ry — 21’2 + 3I3 = -5

Consideremos la matriz ampliada

1 1 -1 4
A|By=|3 -1 1| 4
1 -2 3|-5

Apliquemos el método de Gauss

1 1 —-1| 4 1 1 —-1| 4 11 —-1| 4
3 -1 1| 4 ~1 0 1 —-1] 2 ~1 01 —-1| 2
1 -2 3|5 0 -3 4|-9 00 1]-3
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La matriz escalonada que hemos obtenido se corresponde con el sistema:

1 + X9 — X3 = 4
To — X3 = 2
r3 = -3
cuya solucién es: x1 =2, x9 = —1, 13 = —3.

Otra alternativa (método de Gauss-Jordan) es continuar realizando ope-
raciones elementales sobre la ultima matriz hasta conseguir en la matriz de
coeficientes que:

1) En las filas no nulas, el primer elemento no nulo tenga el valor 1; lo
denominaremos cabecera.

11) En las columnas donde estan situadas las cabeceras los restantes valores

son nulos.
Ejemplo 2.5.3. 1) En el ejemplo anterior y trabajando con la matriz
escalonada que obtuvimos, nos quedaria:
11 —-1| 4 11 0 1 1 00
0 1 -1 2 N+ F3, 1+ F3 O 1 O -1 ~N—-Fs O 1 O
00 1]-3 00 1|-3 0 01
llegariamos a que la matriz ampliada es equivalente a
1 0 0 2
01 0|-1
0 0 1]-3
que corresponde al sistema x; = 2, 9 = —1, z3 = —3.

Como se observa la columna de términos independientes es directa-
mente la solucién del sistema.

11) El sistema no ha de tener necesariamente tantas ecuaciones como in-
cognitas. Por ejemplo,

r, + To + Trs3 = 2
21[’1 — To — Trsy = 1
Ty — X9 — x3 = 0
3

333'1 + 41172 -+ 233'3 =

Su matriz ampliada es equivalente a

1 0 0] 1
01 0]-—-1
00 1| 2
00 0] O

2
-1
-3
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2.6. Matrices invertibles

Sea A una matriz cuadrada de orden n sobre K. Diremos que A es in-
vertible o no singular si existe otra matriz B del mismo orden tal que

A-B=1,=B-A.
Si A no es invertible se dice que es una matriz singular.

Proposicion 2.6.1. Si A y C son matrices cuadradas de orden n, se verifica:

1) Si A es invertible, su inversa es unica (se denota por A™' y se llama
matriz inversa de A).

1) Si Ay C son invertibles, la matriz A - C' es invertible y (A-C)™! =
c-t- AL

1) Si A es invertible, su traspuesta también lo es y ademds (At)_1 =

(A=)~

1v) Si A es invertible, la matriz NA es invertible, para todo \ € K, X # 0.
Ademds, (NA)™1 = "tAL

Proposicion 2.6.2. Las matrices elementales son tnvertibles.

Observacién 2.6.3. Sdlo definimos matriz inversa para matrices cuadradas.
No toda matriz cuadrada tiene inversa.

Calculo de la matriz inversa

1) Consideremos la matriz

1 3 =2
A= 2 4 0
3 5 —1

queremos calcular, si existe, su inversa. Esto equivale a encontrar una
matriz B de orden 3 x 3 tal que A- B = I3 = B - A. Se plantean
3 sistemas de ecuaciones lineales con la misma matriz de coeficientes
asociada, la matriz A. En efecto, si

r1 Y1 2
B=1 z2 y2 2

T3 Yz <3
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para que A - B = I3 tendremos que resolver:

| 1 U1 0 z21 0
A i) = 0 ) A Y2 = 1 y A Z9 = 0
T3 0 Y3 0 23 1

. Por qué no resolverlos simultaneamente?

Las operaciones elementales seran en los tres casos las mismas. Asi,
al transformar la matriz A en la identidad, las columnas de términos
independientes seran las soluciones de cada sistema y, por lo tanto,
seran las columnas de la inversa de A, siempre y cuando tal inversa
exista.

11) Partiendo de la matriz A y realizando una serie de operaciones elemen-
tales en sus filas (columnas) la transformamos en la matriz [,,. Rea-
lizando las mismas operaciones elementales en la matriz I,,, la matriz
resultante es la inversa de A.

Dada A = (a;;) € M, (K) consideremos E/ la coleccién de transfor-
maciones en filas y E las transformaciones en columnas. Entonces:

I, =Ef(A)=F-A, con F=FE/(I,).
I, =E°(A)=A-C, con C = E°(1,).

Para la matriz A anterior tendriamos:

1 3 2/1 0 0 1 3 2/10 0
AlL)=(2 4 ojo 1 0| ——o0 2 4|2 10
35 -1/00 1) ™ \o 4 5[/3 01
F3—-3F;
1 3 -2 1 0 0
— | 0 1 -2 1 -12 o0 |
SBTRB O\ g 0 1]-1/3 2/3 -1/3 ) PR
—F»/2 F1+2F3
1 3 0| 1/3 4/3 -2/3 1 0 0]-2/3 -7/6 4/3
010/ 1/3 56 -2/3 |m=m| 0 1 0| 1/3 5/6 -2/3
0 0 1]-1/3 2/3 -1/3 00 1]-1/3 2/3 -1/3
Por lo que
2/3 -7/6 4/3
At=1| 1/3 5/6 -2/3

1/3 2/3 -1/3
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II. Determinantes

2.7. Definicion y Propiedades

A cada matriz cuadrada A con coeficientes en K, le asociaremos un ele-
mento de K llamado determinante de A, es decir, determinante serd una
aplicacién det : M,,(K) — K. Nos servird para caracterizar a las matrices
invertibles y para resolver sistemas A - X = B, en los que A es invertible.
Daremos una definiciéon recursiva de determinante de una matriz.

Definiremos, de forma inductiva, el concepto de determinante de una ma-
triz cuadrada de la forma siguiente. Sea A = (a;;) € M, (K) una matriz
cuadrada con coeficientes en K.

e Sin=1,det(A) = ap,

e Sea n > 2 y supongamos definidos los determinantes de cualquier ma-
triz de orden n — 1. Se define para la matriz A de orden n:

det(A) = &ﬂAil + a/Z'QAZ'Q + ...+ ainAin (21)

donde, para cada i,j € {1,2,...,n}, A;; = (=1)"H A, siendo A;; el
determinante de la submatriz de orden n — 1 que resulta de suprimir
en A la fila i-ésima y la columna j-ésima.

La expresion (2.1) se denomina desarrollo de Laplace del determinante
por los elementos de la fila 7-ésima.

La definiciéon anterior no depende de la fila i que escojamos en la matriz,
es decir:

a1 At + aipAip + .. F @A = a1 A5+ ajpAjo + o+ ajn A, Vi

El desarrollo del determinante también puede efectuarse sobre los elementos
de una columna:

det(A) = alelj + a/2j142j + ...+ anjAnj (22)

La expresién (2.2) se denomina desarrollo de Laplace del determinante por
los elementos de la columna j-ésima y, de nuevo, no depende de la columna
que escojamos en A.
aix a2

= Q11022 — Q12G2].
21 CL22)

Para una matriz cuadrada de orden 2, det (
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Para una matriz A de orden tres, desarrollando el determinante por la
primera fila, se obtiene:

aix G2 @13
det | az1 az a3 = anAn +ainAis + a3
az1 a3z G33
= a11(a22a33 - a23a32) - a12(a21a33 - a23a31)+
a13(a21a32 - a22a31)
= (11022033 + Q13021032 + Q12023031
—0a11023032 — 412021033 — 13022031 -

(Esta férmula se conoce con el nombre de regla de Sarrus).

1 2

Ejemplo 2.7.1. det (3 4

123
):—2, det |0 1 2| =0.
2 10

Proposicién 2.7.2. Sea A € M,,(K). Se verifica:
1) det(A) = det(AY).

11) Si la matriz A tiene una fila (o columna) donde todos los coeficientes
son cero, su determinante es cero.

1) Si A es una matriz triangular (superior o inferior), entonces det(A) =

[T aa
1v) Si A es una matriz diagonal, entonces det(A) = [, as-

Demostracion. La prueba de 1 se deduce de las expresiones (2.1) y (2.2). Para
justificar 2 basta desarrollar el determinante por los elementos de esa fila o
columna. La afirmacién 3 se demuestra por induccién en n, desarrollando el
determinante por los elementos de la primera columna (si A es triangular
superior) o de la primera fila si A es triangular inferior. Finalmente, como
consecuencia 3 de se deduce 4. O

2.8. Determinantes y operaciones elementales

En la seccion 2.5 se estudié como transformar una matriz cuadrada A en
una triangular 7" realizando operaciones elementales en sus filas. Puesto que
sabemos que det(T') = ]\, ti;, serfa conveniente saber cémo le afecta cada
operacién elemental en las filas de A al cédlculo de su determinante.
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Proposicion 2.8.1. Sean A y B dos matrices cuadradas. Se verifica:
det(A - B) = det(A) - det(B)
Proposicion 2.8.2. Sea A una matriz cuadrada. Se verifica:

1) Si se intercambian dos filas (o dos columnas) de A entonces su deter-
minante cambia de signo.

11) Si se multiplican los elementos de una fila (o columna) de A por un
escalar A, entonces su determinante queda multiplicado por \.

111) Si a una fila (o columna) de A se le suma otra fila (o columna) multi-
plicada por un escalar A\, entonces su determinante no varia.

Demostracion. Basta tener en cuenta la proposicion 2.8.1 y el valor del de-
terminante de las matrices elementales:

]

Corolario 2.8.3. 1) Si una matriz cuadrada A tiene dos filas (o colum-
nas) iguales, su determinante vale cero.

11) Si en la fila i de una matriz cuadrada A cada elemento a;; = b;; + c;;
es suma de dos, entonces

aiy . aij . Q1n
det bil + Ci1 bij + Cij - bm + Cin =
Qn1 . QU . Unn
a1 v ay; o Qip Qi - oay o Qip
det b;l .- b;j . b;n + det c;l . c;j .- c;n
Upi = Qnj - Opp Ap1 =+ Qpj - Opp

Demostracion. Si A tiene dos filas iguales (F; = F}) y hacemos F; — Fj,
obtenemos una matriz A’ con el mismo determinante que A y con una fila de
ceros, asi det(A) = 0.

Para demostrar la tultima propiedad, basta desarrollar el determinante
por la fila i-ésima. O
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Observaciéon 2.8.4. Si en una matriz A, una fila F; (o columna) es una
suma de maitiplos de otras filas (o columnas), es decir, F; = Z#i Ny, su
determinante es cero.

Veamos un ejemplo de como estas propiedades facilitan el calculo de de-
terminantes.

Ejemplo 2.8.5. Consideremos la matriz

123 4
0124
A=12 345
2 01 2
Entonces,
12 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
0124 0o 1 2 4 0 1 2 4
det(A) =19 3 4 5|=m2m) | g 1 _p _3|~W2m) g ] 9 3=
2 0 1 2 2 0 1 2 0 —4 -5 —6
1 2 4 1 2 4 12 4 01
=1 =2 =31 =pmr)| 0 0 1 =Epm |0 0 1 :1.'3 10’:_3
—4 -5 —6 —4 -5 —6 0 3 10

2.9. Determinante y matriz inversa

Veremos cémo el determinante de una matriz nos permite saber cuando
dicha matriz es invertible y cémo permite calcular la matriz inversa.

Sea A € M,,(K) una matriz cuadrada. La matriz adjunta de A, Adj(A),
es una matriz cuyos coeficientes son los adjuntos A;; = (—=1)""A;; de los
elementos de A.

Teorema 2.9.1. Sea A € M, (K). La matriz A es invertible si, y sdlo si,
det(A) # 0. Ademds
A7l =det(A) - Adj(A)!

Demostracion. Si A es invertible, sabemos que
det(A) - det(A™) = det(1I,,) = 1,

por lo que, necesariamente det(A) # 0y det(A™') = det(A)~1.
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Supongamos ahora que el determinante de A no es cero y demostremos
que
C=A-Adj(A) =det(A)- I,

Recordemos que en la posicién (k,i) la matriz Adj(A)" tiene el coeficiente
(1,k) de Adj(A), que es el adjunto Ay de A. De este modo, para cada i,
1 <1 < n, se tiene que:

n
Cii — Z QL Azk = det(A)
k=1
Si, ahora tomamos ¢ # j, entonces:

n
Cij = E air - Ajr =0
k=1

puesto que se trata del determinante de la siguiente matriz, que tiene dos
filas iguales

a1 A1z - Ain
;1 G2 - Qp
A1 Q2 0 G
Ap1 Qp2 **° Qpp

0

Observacién 2.9.2. Con el resultado anterior ya podemos garantizar que
si B es una matriz cuadrada de orden n tal que A-B =1, o B- A = 1,,
entonces, necesariamente A es invertible, siendo precisamente B la inversa
de A.

En efecto, si A- B = I, entonces det(A) - det(B) = det(l,) = 1, asi
det(A) # 0 y, por tanto, es invertible. Entonces,

B=(A"4)-B=A"(A-B)y=A""-1,=A"
Ejemplo 2.9.3. Si

—2 —4 2 =2
0 |, entonces Adj(A)| =7 5 4

1
A= 2
3 -1 8§ —4 =2

Ot =~ W
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Puesto que det(A) = 6 # 0, la matriz A tiene inversa, que es:

. L 4 T8 —2/3 —7/6  4/3

A= Adj(A) = 2 5 —4 | = 1/3  5/6 —2/3
6 6

-2 4 =2 ~1/3  2/3 —1/3

2.10. Regla de Cramer

Sea A una matriz cuadrada de orden n y sea A - X = B un sistema de
ecuaciones lineales con matriz asociada A. Si det(A) # 0, entonces el sistema
es compatible determinado y la solucién tnica es X*, siendo X :

Ay - Ay
. T . bl
X=A"1"B=det(A)' | Ay - Ay :
Pt bn
Ay - A

Demostracion. Puesto que A tiene inversa, multiplicamos ambos términos de
la igualdad A- X = B por A~! y obtenemos X = A~!. B.

Por otra parte, si (X;)' y (X5)! son soluciones del sistema de ecuaciones
lineales A - X = B, entonces A - X; = A - X,. Esto implica que, X; =

A7 (A X)) =A71 (A X)) = X, O
Teniendo en cuenta que
ay - by - ap,
b Au b A bt by Ay —det ||
A
se tiene que, para cada indice 2 =1,...,n:
ay o+ by - oag,
x; = det(A)™ - det fa e by o
Api -+ by e A,

Ejemplo 2.10.1. Resuelve por Cramer y por Gauss-Jordan el siguiente sis-
tema en Zry:
r + 6y + 4z = 3
v + dy + 3z = 2
2 + y + 5z = 9
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Empecemos resolviéndolo por Gauss-Jordan:

1 6 4|3 1 6 4] 3 1 6 4 3
3 2 r\'/F'2—|—3F17 F3—2F, O 2 1 4 N4F2 O 1 4 2 NF3—3F2
2 1 5|5 0 3 4|-1 0 3 4|-1
1 6 4|3 1 6 4|3 1 6 0|3
001 4|2 | mem | 01 412 | ~pusm mesm | 01 0]2 | ~pan,
0 60 0 0 10 00 110
1 0 05
01 02
0 0 10

Para resolverlo por Cramer, empezamos calculando el determinante de A.

det =25+36+16—-40—-3 — 120 = 5.

DN s =
— ot
Ot W

Entonces, la solucién viene dada por:

3 6 4
z=5"t-det| 2 5 3 | =3-4=5
515
1 3 4
y=5"t.det| 4 2 3 | =3-3=2
2 55
1 6 3
z=5" .det| 4 5 2 | =3-0=0
2 15



