Tema 3

Espacios Vectoriales y
Aplicaciones Lineales

I. Espacios vectoriales

3.1. Definiciones

Consideremos K = Q, K =R o K = Z, con p un nimero primo. Para
cada uno de estos conjuntos conocemos dos operaciones, una operacién suma
(+: K x K — K) y una operacién producto (denotada por - : K x K — K).
Estas operaciones verifican las siguientes propiedades:

e ASOCIATIVA: para cualesquiera «, 3, v € K se verifica

(a+B)+v=a+(B+7), (a-B)-v=a-(8-7).
o Existe0e Ktalque0+a=a=a+0,Va € K.
Existe le Ktalquel-a=a=«a-1, Va € K.

e Para cada a € K existe el elemento —a € K (llamado el elemento
opuesto de « para la suma) tal que o + (—a) = 0 = (—«) + a.

Para cada o € K —{0} existe el elemento a~! € K (llamado el elemento
inverso de « para el producto) tal que a-a ' =1=a"! .

e CONMUTATIVA: para cualesquiera «, § € K se verifica
a+p=0+a, a-f=p0-a.
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e DISTRIBUTIVA DEL PRODUCTO RESPECTO A LA SUMA: para cua-
lesquiera «, 3,y € K se verifica

a-B+y)=a-B+a-y, yB+y)-a=F-a+v-a

A los elementos de K se les llama escalares.
Consideremos, también, un conjunto no vacio V' (cuyos elementos lla-

maremos vectores).

Definicién 3.1.1. Se dice que V es un espacio vectorial sobre K o un K-

espacio vectorial si:

1) Existe una funcién + : V x V — V, llamada operacién suma en V,
verificando las siguientes propiedades:

e Asociativa: (¥ + @) + &/ = U + (¢ + @), para todos v, i, W € V.
e Existe 0 € V tal que 7+ 0 = ¢ = 0+ 7, para todo ¥ € V.

e Para cada v € V, existe un elemento @ € V (llamado el vector
opuesto de v), tal que ¥ + W = 0 = W + ¢. El opuesto de ¥ se
representa por —v.

—

e Conmutativa: v + © = u + v, para todos v, © € V.

11) Existe otra funcién - : K xV — V| llamada producto por escalares,

tal que:
a) (a+p) v=a-v+p-0
b) a-(U+7V)=a-U+a-U
c)a-(B-U)=(a-p) T
d) 1o-v=7

para todos los vectores @, v € V' y todos los escalares a, § € K.

(Por comodidad, omitiremos escribir el - correspondiente a las operaciones
producto y producto por escalares).

Proposicién 3.1.2. StV es un K-espacio vectorial, se verifican las siguien-

tes propiedades:
1) Dados o € K y v €V, se tiene que

a-7=0ea=007=0.
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11) Dados o € K yvU €V, se tiene que

1) Dados o, 3 € K y @ # 0 €V, se tiene que si a- @ = f3 -1, entonces
a=p.

1v) Dados o # 0 € K y 4,0 € V, se tiene que si « - iU = « - U, entonces

U=7.
Demostracion. 1) “<”
Si o = 0, se tiene que 00 = (0 + 0)v = 00 + 00 y como cada vector en

V' tiene su vector opuesto, existe —(00) € V' que podemos sumar a la
igualdad anterior obteniéndose que

—

0 = 05-+(—(07)) = [07+08]4(—(07)) = 057+[004(—(07))] = 05+0 = 0.

-,

Anélogamente, si 7 = 0, se tiene que al = oz(6+ 0) = a0 + a0; al igual
que en el caso anterior

0= al + (—(a0)) = [a0 + a0] 4+ (—(a0))
= a0+ [a0+ (—(a0))] = a0 +0 = al

“:77
Si a = 0, no hay nada que probar. Supongamos entonces que « # 0.

Para a € K — {0} existe a~' € K , como a@ = 0 se tiene que

—

O=a0=aYat)= (o ta)i=10=70

11) Por un lado (—a)v = —(at), puesto que

(=)0 4 at = af + (—a)T = (a + (—a))¥T = 07 = 0;

por otro lado a(—7) = —(a), puesto que
a(=7) + af = a¥ + a(—7) = a(T+ (=7)) = a0 =0,
luego (—a)t = —(a¥)) = «a(—7v). Por tanto, escribiremos —at para

denotar el opuesto del vector av € V.

1) Si ail = B entonces 0 = il + (—Bi) = (o + (=)@ y como @ # 0 se
tiene que a = f5.
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1v) Si ail = ot entonces 0 = aii + (—at) = a4 (=7)) y como a # 0 se
tiene que U = v.

O

Ejemplo 3.1.3. Los siguientes conjuntos tienen estructura de K-espacio
vectorial con las operaciones usuales:

1) K" ={(z1,...,2,) ; x; € K}.

11) M,,xn(K) es el espacio vectorial de las matrices con m filas y n colum-
nas y coeficientes en K.

11) El conjunto A(K,K) = K* ={f: K — K ; f es aplicacién}.

3.2. Subespacios vectoriales

Definicién 3.2.1. Sea V un K-espacio vectorial. Si U C V' es un subconjunto
no vacio de V', se dice que U es un subespacio vectorial de V', si U es un
espacio vectorial sobre K considerando en U las mismas operaciones definidas
en V.

Proposicion 3.2.2. Sea U C V' un subconjunto no vacio de V', son equiva-
lentes:

1) U es un subespacio vectorial de V.
11) Dadosﬁ,J/E Uvyace K, se tiene queﬁ—i—?f’é Uyauel.
111) Dados d,u el ya,BeK, setiene que ai + u’ € U.
Ejemplo 3.2.3. 1) En R? se considera el conjunto:
U= {(x,y,z) eER?; 22 —3y=0, x+22=0}.
U es un subespacio vectorial de R3.

11) En el punto anterior, U C R? es el conjunto de soluciones del sistema
lineal homogéneo
0
0

En general, en K", se tiene que el conjunto de soluciones de un sistema
homogéneo es siempre un subespacio vectorial:

2 — 3y
T + 2z

U={(z1,...,20) € K"; Alzy ... 2,)' = (0 ... 0)'},
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siendo A € M, n(K).

Maés adelante, veremos que cualquier subespacio vectorial de K™ es de
este tipo.

1) El conjunto U = {((é Z) e My (Zs) ; 2a+b+c= O} es un subes-

pacio vectorial de My (Zs).

1v) SiU,W CV son dos subespacios vectoriales de V', también lo es UNW
y, en general, no lo es U UW.

Por ejemplo

U:{(x,y,z) 6(27)3 ; x:O,y—i-z:O}, y
W= {(l‘,y,Z) S (Z7)3 ) y:ZZO}

son subespacios vectoriales de (Z7)3, sin embargo U U W no lo es pues

0,3,))eUCUUW, (1,0,00 e W CcUUW
pero (0,3,4) + (1,0,0) = (1,3,4) ¢ UUW.

3.3. Dependencia e Independencia Lineal

Definicién 3.3.1. Sea V' un K-espacio vectorial y sea S = {Uy, 0, ..., 0,}
un subconjunto cualquiera de vectores de V. Una combinacion lineal de
los vectores de S es un vector ¢ que se escribe como

p
U= Oz1171+OZ2172+"'+OZp17p: E Oéﬂ_);‘
=1

donde «; € K.

Ejemplo 3.3.2. 1) El vector 0 € V es combinacién lineal de cualquier
conjunto S = {¥, Vs, ..., 0,} de vectores de V

0 = 07, + 0t + - - - + 07,

11) En (Z;)®, se tiene que el vector (3,1,5) es combinacién lineal de los
vectores de S = {(2,1,0),(1,2,6)}, puesto que

(3,1,5) = 4(2,1,0) + 2(1,2,6)
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1) En My (Z3) el vector (g 8) es combinacién lineal de los vectores del

. 10 10
COIlJuIltOS:{(O 1),(2 1)},yaque
0 0 _ 9 10 4 10
2 0/ “\0 1 2 1

Proposicién 3.3.3. Sea V un K-espacio vectorial y S un subconjunto de V'
no vacio.

1) El conjunto de las combinaciones lineales de los vectores de S es un
subespacio vectorial de V' llamado subespacio generado por S y se
denota (S).

11) (S) es el menor subespacio vectorial de V' que contiene a S.

Definicién 3.3.4. Sean S = {t},vh,...,0,} y T = {w,ws,...,w,} dos
subconjuntos de vectores de un mismo K-espacio vectorial V. Diremos que
S y T son equivalentes si (S) = (T').

Por ejemplo, en R3, se tiene que
<{(O7 0, 1)7 (07 L, 0)}> = <{(07 L, 1)7 (O’ L, _1)}> = {(07 Ys z) s Y,z € R}
Esta relacién es una relacion de equivalencia en {S C V' ; |S| es finito}.

Definicién 3.3.5. Sea S = {7}, 0a, ..., U} un conjunto de vectores de un K-
espacio vectorial V', diremos que S es un conjunto de generadores de V
si V = (5); es decir, todo vector de V' es combinacién lineal de los elementos
de S.

Definicién 3.3.6. Sea S = {3, ¥h,...,0,} un conjunto de vectores de V.
Diremos que:

1) S es un conjunto libre o linealmente independiente si se tiene que:
P
si E a;U; = aq Uy + - - - + oy, = 0, entonces a; = 0, para todo <.
i=1

11) S es un conjunto ligado o linealmente dependiente si existe una
combinacién lineal de los vectores de S tal que

p
E aim:alﬁl_}_"'"i_apﬁp:()?
i=1

donde algin «; # 0.
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Ejemplo 3.3.7. 1) En R3, el conjunto de vectores
S1={(1,1,0),(2,1,-1),(3,2,—1)} es ligado
y el conjunto de vectores
Sy ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} es libre.
Para obtener escalares a, b, c € R tales que
a(1,1,0) +b(2,1,—1) + ¢(3,2,—1) = (0,0,0),

tenemos que encontrar una solucién del sistema lineal homogéneo

1 2 3 a 0
1 1 2 1-(b] =10
0 -1 -1 0

cuya matriz de coeficientes tiene por columnas a los vectores del con-
junto S;. Si resolvemos el sistema anterior, se obtiene que éste es equi-
valente al sistema escalonado

> Q

1
0
0

o =
o = w
Il
coo

cuyo conjunto de soluciones es
{(_C7 ) C)u ce R}

Basta dar un valor a ¢ para obtener una combinacion lineal de los
vectores de Sp, con escalares no nulos, de forma que dicha combinacién
lineal es 0 € R3. Por ejemplo, si c = —1

(1,1,0) + (2,1, =1) + (=1) - (3,2, —1) = (0, 0,0).

De modo analogo, para comprobar que S5 es un conjunto de vectores
libre, se plantea el problema de calcular escalares a, b, c € R tales que

a(1,0,0) + b(0,1,0) + ¢(0,0,1) = (0,0,0);

es decir, hemos de resolver el sistema lineal homogéneo cuya matriz de
coeficientes tiene por columnas a los vectores del conjunto S:
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S

1
0
0

O = O

0
of-[o] =
1

o O O

Este sistema es, obviamente, un sistema compatible determinado cuya
unica solucion es la trivial, es decir a = b =c¢ = 0.

1) En (Zs)®, el conjunto de vectores
{(1,1,0),(1,0,2),(0,3,4)} es linealmente dependiente
y el conjunto de vectores
{(1,1,0),(1,0,2),(1,0,1)} es linealmente independiente.

111) En My (Zs), el conjunto de vectores

(9020 )}

y el conjunto de vectores

10 1 2 10 0 0 unto lib
1 0)\o 1) \o o) Lo 1 es un conjunto libre.

Proposicién 3.3.8. El conjunto de vectores S es libre si, y sélo si, ningun
vector de S es combinacion lineal de los demds. Fquivalentemente, S es ligado
si, y solo si, algiun vector de S es combinacion lineal de los demds.

Demostracion. Supongamos que el vector ¥; es combinacién lineal de los

n
otros: U; = E «;U;, entonces

i=1

i#]
n
Z C(ﬂ;)i — ’Uj = 0
=1
i#]
luego S no es libre.

n
Reciprocamente, dada E a;U; = 0 si algin o # 0, existe 04]-’1 (por las
i=1

n
- 2 : —1_ -
V; = — Oéj ;0;
i=1
7]
es decir ¥; es combinacién lineal de los demas vectores de S. O

propiedades de K), asi
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Ejemplo 3.3.9. 1) EnR3 los vectores {(1,1,0),(2,1,—1), (3,2, —1)} for-
man un conjunto ligado pues

(1,1,0) = (=1)(2,1, 1) + 1(3,2, -1)

11) En (Zs)®, los vectores {(1,1,0),(1,0,2),(0,3,4)} forman un conjunto
ligado porque
(0,3,4) = 3(1,1,0) + 2(1,0,2)

111) En My (Z3) los vectores

o) o002y

forman un conjunto ligado porque

0 1\ _ (10}, ,(12
1 2) \10 01
Proposicién 3.3.10. Sean S = {vy,vh,...,0,} y T = {w, Wy, ..., W} dos

conjuntos de vectores en V. Se verifica que:

1) S y T son equivalentes si, y sdlo si, cada vector de S es combinacion
lineal de los vectores de T y viceversa (S C (T) y T C (S5)).

11) Si S es libre y U & (S), entonces S U{v} es libre.
Demostracion. 11) Supongamos que existen «, o; (con i = 1,...,p) tales que
at + a iy + -+ + a,th, = 0.
Es claro que o = 0 ya que, en otro caso ¥ € (S). Entonces
a1 + -+ a,ih, = 0,

con lo que concluimos que todos los escalares a;; = 0, ya que S es libre. [

3.4. Bases y Dimensién

Definicién 3.4.1. Un conjunto de vectores B = {vy,...,0,} de un K-
espacio vectorial V' es una base de V si B es un conjunto libre y de ge-
neradores de V.

Se puede comprobar que todas las bases de un espacio vectorial tienen
el mismo numero de vectores. A este nimero de vectores n lo llamaremos
dimensién de V y lo denotaremos dim(V') = n.
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Ejemplo 3.4.2. 1) En K", el conjunto
C, = {(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)}
es una base (llamada base canénica de K"), dim(K") = n.

11) En My, 3(K), el conjunto formado por las matrices:

1 00 010 0 01 0 0 O 0 0 O 0 0 O
0 0 0/7\0O 0 0/’\0 0 0/’\1 0 0/’\0 1 0/°\0 0 1
es una base (llamada base candnica de Moy 3(K)), dim(May3(K)) = 6.

111) En general, en M,y (K), el conjunto formado por las matrices:
{Up;k=1,....omyr=1,...,n}

donde
n )1 sti=kygj=r
(Ur)ig = { 0  en otro caso
es la base candnica de M, (K), dim(Mxn(K)) =m - n
Teorema 3.4.3. Sea B = {0y,...,70,} C V. Son equivalentes:

1) B es una base de V.

11) Cualquier vector de V' se escribe de manera tnica como combinacion
lineal de los vectores de la base de B.

Demostracion. Sea ' € V un vector cualquiera de V. Como B = {7, ..., 4,}
es base de V', en particular V' = (B), por tanto existen escalares ay, as, ...,
a, € K tales que

U= &1?71+C(2172+"'+04p17p

Ademds, estos escalares son unicos puesto que si 1, 52, ..., 3, € K son tales
que

U= U1 + aaly + - - + apu = 101 + Bt + - + Bpu
se tiene que

0= () + gty + - - + ayty,) — (B101 + Boty + - - + B,1))

= (a1 = A1) U1 + (a2 — Bo) Ta + -+ - + (o — By) Ty
y como B es un conjunto libre a; — f; = 0, para ¢ = 1,2,...,p, es decir
o, =0;=0,parat=1,2,...,p.

Reciprocamente, si cualquier vector de V' se escribe de manera tinica como

combinacién lineal de los vectores de la base de B, se tiene que V = (B).

Falta comprobar, por tanto, que B es un conjunto libre. Supongamos que
existen escalares aq, as, ..., a, € K tales que
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0 =00 + Uy + - - + apU,

como también 0 = 007 + 003 + - - - 4 0t se concluye que «; = 0 para todo
i=1,2,....p. 0

Definicién 3.4.4. Seav €V y B = {#,...,0,} una base de V. Si
’U: &1?71 + &2?72 + -t OépUp,

los escalares o, s, . . ., o, se llaman coordenadas del vector v respecto a
la base B. Denominaremos matriz de coordenadas del vector ¢ respecto a la
base B a la matriz columna o de orden p x 1 a

[]5 = (a1 g ... o).

Teorema 3.4.5. Sea V' un espacio vectorial y sean L C G C 'V dos conjuntos
de vectores, siendo L libre y G de generadores. Siempre se puede encontrar
una base B de V' tal que L C B C G.

Demostracion. En el conjunto
¢ ={L'libre; LC L' C G}

tomemos B de mayor cardinal (nétese que |G| es finito). Para que B sea
un base de V, falta ver que V. = (B). Sea ¥ € G. Si ¥ ¢ (B), entonces
B U {#} es un conjunto libre y ademés es un elemento de ®. Sin embargo,
|BU{0}| = |B|+ 1 > |B|, lo cudl es una contradiccién. Asi pues, se tiene
que G C (B) vy, por lo tanto, V = (G) C (B). O

Corolario 3.4.6. Sea V' un espacio vectorial de dimension n y sea L un
conjunto de vectores libre. Ezxiste B base de V' de modo que L C B.

Demostracion. Considerando B’ una base de V', basta aplicar el Teorema
345conG=LUB. O

Proposicion 3.4.7. Sea V un espacio vectorial de dimensionn y sea S CV
un conjunto finito de vectores. Se verifica que:

1) Si S es libre, entonces |S| < n.
11) Si S es un conjunto de generadores de V', entonces |S| > n.

1) Si S es libre y |S| =n, S es una base de V.

1v) Si S es un conjunto de generadores de V' y |S| =n, S es una base de

V.
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Demostracion. 1) Si S es libre, existe una base B de V tal que S C B,
por lo que |S| < |B| =dim(V) = n.

11) SiS es un conjunto de generadores de V', entonces por el teorema 3.4.5,
existe B base de V' tal que B C S, con lo que |S| > |B| = n.

11) Si S es libre y |S| = n, sea B una base de V tal que S C B (Corolario
3.4.6). Como |S| = n = |B|, se tiene que S = B.

1v) Si S es un conjunto de generadores de V' y |S| = n, sea B una base de
V tal que B C S (Teorema 3.4.5). Como |B| = n = |5], se tiene que

S =B.
U

3.5. Rango de vectores y rango de una matriz

Definicién 3.5.1. Sea S un conjunto de vectores de un K-espacio vectorial
V' de dimensién finita. Se denomina rango de S a dim((S)), es decir, el
rango de S es el mayor niimero de vectores linealmente independientes que
hay dentro de S.

€ M un(K) y sean {ﬁl, Fy, .. ,ﬁm} C K"

Definicién 3.5.2. Sea A = (a;;)
C K™ las columnas de A. Llamaremos rango

las filasde Ay {61,52, 0,

por filas de A a mngo({ﬁ
A a rango({Cy,Cs, ..., C,})

,ﬁm}) < m y rango por columnas de

|/\ 'ﬁp—«—# S

1;
Teorema 3.5.3. Sea A = (a;j) € Myxn(K), entonces:
rcmgOﬁZaS(A) = 1ango .olumnas'A) = rango(A) < min(m,n)
Corolario 3.5.4. Sea A = (a;j) € Muyxn(K), entonces: rango(A) = rango(A*).

Teorema 3.5.5. El rango de una matriz no se modifica haciendo operaciones
elementales en las filas (o las columnas) de A.

Demostracion. El resultado es claro ya que:

D ({01 T Ty Tnd) = (Bt T T T}
1) ({01, Ty T = LT Ny, T 1A £ 0.
) ({01, Ty Ty O} = T T+ Ty Ty, T}
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Nota 3.5.6.
1) Se verifica que

rango({v, vy, U3 }) = rango({0) — v, U, U3})
= rango({Ul — ’172, ?72 — ?73, ’173})

= rango({ﬁl — 172, 172 — 173, 2173 — 171})

11) Sin embargo rango({v, Vs, U3}) # rango({¥ — v, Uy — U3, U3 — ¥ })

3.5.1. Calculo del rango

Sea A € My,xn(K). Para calcular el rango de A, podemos utilizar dos
métodos: orlar por menores o realizar operaciones elementales en las filas o
columnas de A. Con este segundo procedimiento, obtenemos una matriz F
escalonada por filas (o0 columnas) y tenemos en cuenta que

rango(A) = rango(F) = ndmero de filas (o columnas) no nulas de £,

(nétese que las filas no nulas de E forman un sistema de vectores linealmente
independienes de K™).

Veamos a continuaciéon cémo se calcula el rango mediante el proceso de
orlar por menores.

Un menor de orden p de A es el determinate de una matriz cuadrada
de orden p que resulta de eliminar m — p filas y n — p columnas en A. Por
ejemplo, si consideramos la matriz

1 2 30
A=101 2 0| € M54 (Z5)
4 1 2 1
entonces
1 2 1 4] |0
0 1' 13 9l ' 41 son menores de orden 2
1 30 1 2 3
0 2 0f, |0 1 2| son menores de orden 3
4 2 11 |4 1 2

El rango de A es p si existe en A un menor de orden p no nulo
y todos los menores de A de orden mayor que p son nulos.

Se toma un menor A, de orden p > 1 no nulo. Se forman todos los menores
de orden p + 1 que resultan de orlar A, con una fila F’Z y todas las restantes
columnas de A. Si todos los menores resultantes son nulos, se suprime esa
fila y se procede con la siguiente, hasta que:
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1) Encontramos un menor de orden p + 1 no nulo con el que repetirfamos
el proceso, 6

11) Todos los menores de orden p + 1 formados son nulos, con lo que el
rango de A serfa p.

Proposicién 3.5.7. Sea A € M, (K). El rango de A es n si, y sdlo si,
det(A) # 0 (es decir A es inversible o regular).

Si lo que queremos es calcular el rango de un conjunto de vectores S =
{¥, U, ..., Un}, lo que haremos serd tomar una base B = {€}, é,,...,€,} de
V' y hallarfamos las coordenadas de los vectores de S respecto a la base B:

’171 = &1151 + &1252 + ...+ @1n€n
Uy = G91€1 + G99€9 + ...+ A2n€En

Un = Qm1€1 + Am2€2 + ... + Qmptn

Asi, se forma una matriz A = (a;;) € M,xn(K) cuyas filas son las coorde-
nadas de cada vector de S respecto a la base B. Se tiene que rango(S) =
rango(A). Si calculamos el rango de A hallando una matriz escalonada F
equivalente por filas a A, las filas no nulas de F nos dan las coordenadas
respecto a B de los vectores de una base de < S >.

Ejemplo 3.5.8. Calcular el rango de S C My, 3(R), siendo:

G G068 )

Procediendo como hemos comentado, tenemos que

1 00 21 —1 1 00 2 1 -1
2 =10 3 0 0 -1 0 -1 —2 3
rango(S) = rango 3 1 2 4 9 0 = rango 0 1 9 —9 _1 3
0 320 3 —3 0 2 0 3 -3
1 00 2 1 -1 100 1 -1
g 01O 23 010 1 2 -3
SrAnEO g g2 —3 3 6 | "™ 00 2 -3 -3 6
0 02 -3 -3 6 000 0 0 0

-3

Ademss, se tiene que el siguiente conjunto es una base de S

er ) (e ) (s 50))
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3.6. Matriz de cambio de base

Sea V = R? y sean
B={é =(1,0),&, = (0,1)} y B' = {e; = (1,1), ¢/ = (2,1)}

dos bases de V. Si [#]5 = (v1 v2)" son las coordenadas de un vector 7 respecto
a la base B, jcudles son las coordenadas de ¥ respecto a la base B’?
Denotemos por [#]; = (v} v})", entonces
U = Ulgl + ’U2€2
= M ((—1)6_;1 + 6_;2> + vg (26_;1 + (—1)6_;2>
= ((—=Dv +209) &1 + (01 + (—1)vg) €3
= ey + vhely

De este modo, se tiene que:

o= (7} )

Sea ahora V un K-espacio vectorial de dimensién n y sean B = {€é}, €s,...,€,}
S - : - ;
y B' ={¢€1,€es,...,¢,} dos bases de V. Si sabemos que [U]p = (v1 ... vy,)
t —
y [U]p = (v} ... v)) son las coordenadas del vector ¥ respecto a las bases B

y B’ respectivamente, ;qué relacion existe entre ambas?
Como U = v1€1 + - - - + v,6,, expresando cada vector €; de B como com-
binacién lineal de los vectores de la base B’

?7 = U1€1+"'+Un€n

n n
= g a;i€i |+ +u, E Ain €
i=1 =1
n n
= E a1V 6/1 + -+ E QApjUj eln
=1 j=1

—

r 7 /
= vy +-vely

es decir
[E]p  [e]p €] 5 []
| || || ||
Uﬂ a1 Q12 A1n U1
/

(% QAn1 (05%) Ce Apn Un
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Por tanto, si a la matriz (a;;) = Mpp la llamamos matriz de cambio de
base de B a B’, se tiene que:

[0]p = Mpp - [U]5.

Obsérvese que la columna j-ésima de Mpp la forman las coordenadas del
vector €; respecto a la base B'.

Proposicién 3.6.1. Sean V' un K-espacio vectorial y B y B’ dos bases de
V. La matriz de cambio de base de B a B', Mpp:, es inversible y su inversa
es

(Mpp)™' = Mpp
Ejemplo 3.6.2. Halla en (Z5)® la matriz de cambio de base Mpp: siendo

B =1{(1,0,0),(0,1,0),(0,4,1)} y B'={(1,1,0),(0,1,0),(0,0,1)}

Puesto que
(1,0,0) = 1(1,1,0)+4(0,1,0) 4+ 0(0,0, 1)
(0,1,0) = 0(1,1,0)+1(0,1,0) 4+ 0(0,0, 1)
(0,4,1) = 0(1,1,0)+4(0,1,0) + 1(0,0, 1)
concluimos que
100
Mpp =1 4 1 4
0 01
Anélogamente,
(1,1,0) = 1(1,0,0)+ 1(0,1,0) 4+ 0(0,4, 1)
(0,1,0) = 0(1,0,0)+ 1(0,1,0) 4+ 0(0,4, 1)
(0,0,1) = 0(1,0,0)+1(0,1,0) 4+ 1(0,4, 1)
es decir

100
Mpg=|[1 11
001

Obsérvese que (Mpg) ™" = Mpp.
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3.7. Teorema de Rouché-Frobenius

Teorema 3.7.1. Sea A € M,xn(K) y AX = b un sistema de ecuaciones
lineales (S.E.L.). Se verifica que:

1) El sistema es compatible si, y sélo si, rango(A) = rango(Alb).

11) Si el sistema es compatible y rango(A) = rango(A|b) = r < n, se tiene
que es compatible determinado (indeterminado) si, y sdlo si, r = n
(r<m).
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Demostracion. 1) Elsistema es compatible si, y sélo si, existen x1, ..., z, €

K tales que,
b:l‘101+"'+xn0nu
siendo éj (7 =1,...,n) las columnas de A, es decir; si, y sélo si, b es
combinacién lineal de {C}, ..., C,}, o sea rango(A) = rango(A|b).
11) Supongamos que rango(A) = rango(Alb) < n, entonces el conjunto

{Ci,...,C,} es ligado, es decir, existen escalares ; no todos nulos
tales que

I1.

3.8.

BiCi+ -+ BiCi+ -+ B,C, =0

Ahora es facil comprobar que, si (x1,...,2;,...,T,) es una solucién del
sistema, otra solucion es (xy + S1, ..., 2+ Biy ..., Ty + Bn).
Reciprocamente, si (z1,...,2,) e (y1,...,yn) son dos soluciones distin-

tas de AX = b (existe i tal que z; # y;), tenemos que:

con lo cual, deducimos que:

6: (33'1 - y1>61 + -+ (xn - yn>6n
y x; —y; # 0, es decir {61, e (il} es ligado y rango(A) < n.
Aplicaciones Lineales

Definiciéon y Propiedades

Sean V' y W dos espacios vectoriales sobre K.

Definiciéon 3.8.1. Se dice que una aplicacion f : V' — W es una aplicacion
lineal o un homomorfismo de espacios vectoriales si verifica:

)
1)

f(0+ @) = f(0) + f()
f(a) = af ()

para cualquier par de vectores v, w € V' y cualquier escalar a € K. Las dos
condiciones anteriores se pueden substituir por la condicién tnica:

flav+ puw) = af(V) + B (w)

siendo v, W e Vya,peK.
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Ejemplo 3.8.2. 1) La aplicacion f : R? — R que lleva cada vector
(r,y) € R? en f(x,y) = = es una aplicacién lineal.

11) La aplicacién f : (Z3)® — (Z3)® que lleva cada vector (z,y) € (Z3)* en
f(x,y) = (24 y,y,3z) € (Z3)® es una aplicacién lineal.

1) Sea V un K-espacio vectorial y @ € K un escalar fijo. La aplicacién
f:V — V definida por f(0) = at, para cada ¥ € V, es una aplicacién
lineal.

1v) En general, para cualquier par de nimeros naturales m y n, y cualquier
matriz A € M, (K), la aplicacién f4 : K™ — K™, definida por

falzy, ... zn) = (A(xy ... xp)")!

es una aplicacién lineal. Ademas, cualquier aplicacion lineal entre estos
dos espacios vectoriales se puede definir de esta manera.

V) Sea A = g ) € My (Zs). La aplicacion f : Maoys (Zs) — Maxs (Zs)

0

1
definida por f(B) = A- B, para cada B € Mayy3(Zs), es una aplicacién
lineal.

v1) La aplicacién f : (Zs)* — My (Zs) definida por

flz,y,2) = (xz;y 2;) para cada (r,y, 2) € (Zs)®

es una aplicacion lineal.

vi1) La aplicacién f : (Zs)® — (Zs)® definida por f(z,y,2) = (z+3,y, 2+2)
para cada (x,y,z) € (Z5)® no es una aplicacién lineal.

Veamos a continuacion algunas propiedades de las aplicaciones lineales
que se deducen de la defincion:

Propiedades 3.8.3. 1) Se verifica que f((jv) = Ow y f(=7) = —f(v),
para cada v € V.

En efecto, por ser f: V — W una aplicacién lineal

—

F(Ov) = f(Ov + 0v) = f(Ov) + f(Ov),
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111)

v)

y €omo f(ﬁv) € W tiene opuesto —f (6\/) € W, sumando en ambos
miembros de la igualdad anterior se tiene que

Analogamente, para cada ¥ € V se tiene que, por ser f una aplicacion
lineal,

F(=0) + f(0) = f(0) + f(=0) = f(T+ (=0)) = f(Ov) = O

teniendo en cuenta la demostracién anterior. Por tanto f(—v) = —f(7).
Si{Vy,...,0,} es un subconjunto de vectores de V' y aq,...,q, son de
K

)

f (Oz1171 + OZQUQ + -+ OépUp) = Ozlf(ﬁl) + Oégf(Ug) + -+ Ozpf(ﬁp).

Si{vh,..., U} CV esun conjunto ligado entonces {f(v1),..., f(¥,)}
es un conjunto ligado de vectores de W .

Sin embargo, un conjunto linealmente independiente no se transforma,
necesariamente, en un conjunto linealmente independiente: si conside-
ramos, por ejemplo, la aplicacién lineal f : R? — R2, definida por
f(x,y) = (x +y,0), para cada (z,y) € R?, el conjunto {(1,0), (0,—1)}
es un conjunto libre pero {f(1,0) = (1,0), f(0,—1) = (=1,0)} es un
conjunto ligado.

St U,V y W son tres espacios vectoriales sobre K y f : U — V y
g:V — W son dos aplicaciones lineales, la composicion gof : U — W
también es una aplicacion lineal.

Definicién 3.8.4. Una aplicacién lineal f inyectiva se llama monomorfis-
mo. Si f es sobreyectiva, se dice que es un epimorfismo y, finalmente, si es
biyectiva diremos que f es un isomorfismo; en este ltimo caso, la aplicacion
inversa f~! es un isomorfismo.

3.9.

Nitcleo e Imagen de una aplicacion lineal

Proposiciéon 3.9.1. Sea f : V. — W wuna aplicacion lineal entre dos K-
espacios vectoriales de dimension finita. Se verifica que:
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1) St U CV es un subespacio vectorial de V', se tiene que f(U) es un
subespacio vectorial de W. Ademds si U = (Uy,...,1u,), se tiene que

FU) = (f(a@r),. .., f(dy)).
En particular, f(V) se llama subespacio imagen y se denota por

Im(f). A la dimension de este subespacio de W se le llama rango de
f, es decir, dim(Im(f)) = rango(f).

11) Andlogamente si W' C W es un subespacio vectorial de W, se tiene que
f7YW') es un subespacio vectorial de V. En particular, el subespacio

f! {6W}) se llama nicleo de f y se denota por Ker(f), es decir

Ker(f) = /7 ({0w}) = {7 € V| (7) = Ow}.

Proposicién 3.9.2. Sea f: V — W una aplicacion lineal. Se verifica que f
es inyectiva si, y solo si, Ker(f) = {0y }.

Demostracion. Supongamos que f es inyectiva y sea ¥ € V un vector del
nicleo de f, es decir f(U) = Oy. Como f(0Oy) = Ow se tiene que f(Oy) =

Ow = f(¥), pero como f es inyectiva ' = Oy
Reciprocamente, sean vy, U € V tales que f(v;) = f(¥); como f es una
aplicaciéon lineal
w = f(th) — f(t) = f(Uh — 1)
por tanto 7 — ¥, € Ker(f) = {0y} es decir, 7, = @, y f es inyectiva. O
Proposicion 3.9.3. Sea f : V — W una aplicacion lineal. Son equivalentes:
1) f es inyectiva.
11) Si L es cualquier conjunto libre de V', entonces f(L) es libre en W.
111) Si B es una base de V, entonces f(B) es una base de f(V).

Demostracion. “1) = 1I)”
Supongamos que f es inyectiva y sea L = {¥},...,7,} un conjunto libre.
Si
C(lf(’Ul) + -+ Oépf(ﬁp) = 6W
cona; € K, oy +- - +a,0, € Ker(f) = {0y}, ast oyt +- - ~+a, 1, = Oy y, co-
mo L es libre, todos los escalares a; = 0; por tanto, f(L) = {f(¥h),..., f(¥,)}
es un conjunto libre.

“I) = 1I1)?
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Si B es una base de V, se tiene que f(B) es un sistema de generadores de
f(V) y, al ser B libre por hipétesis, se puede afirmar que f(B) es una base
de f(V).

“IIT) = 1)

Finalmente tomemos @ € V un vector de V tal que f(7) = Oy Si @ # Oy,
se puede encontrar B una base de V' tal que ¥ € B. Puesto que f(7) € f(B)
y f(B) es una base de f (V), llegamos a una contradiccién ya que entonces

f(@) # Ow. O

Proposicién 3.9.4. Sea f:V — W una aplicacion lineal. Se verifica que f
es sobreyectiva si, y solo si, f transforma cualquier conjunto de generadores
de V' en un conjunto de generadores de W'.

Demostracion. Sabemos que, si G' es un sistema de generadores de V' en-
tonces, para cualquier aplicacién lineal f, se verifica que f(V) = (f(G)).
Luego, f es sobreyectiva si, y sélo si, W = (f(G)), es decir, f(G) es un
conjunto de generadores de . O

Teorema 3.9.5. (Teorema de la dimensién) Sea f : V — W una apli-
cacion lineal entre dos espacios de dimension finita. Se verifica que:

dim(V) = dim(Ker(f)) + rango(f)

Demostracion. Supongamos que dim(V) = n y que dim(Ker(f)) =p < n. Si
L = {é\,...,€} es una base de Ker(f), puesto que L es libre, el Corolario
3.4.6 nos permite completar L a una base B = {€1,...,€p, Eps1,...,6,} de
V. Sabemos que

FV) = {f@), -, f(&), f(eprr), - f(@)}) = ({f(Epra),- -, flEn)})

ya que los vectores €1, ..., €, pertenecen al ntcleo de f.

Si probamos que {f(€p+1),- ., f(€n)} es una base de f(V), se tendra que
dim(Im(f)) = rango(f) = n — p, el cardinal de este conjunto.

Puesto que ya sabemos que {f(€p+1), ..., f(€,)} es un conjunto de gene-
ra’dores de f(V'), inicamente queda por probar que es linealmente indepen-
diente. Sean pues ; € K, i =p+1,...,n, tales que:

ap+1f(€p+1) +oeee anf(gn) = 6W‘

Usando que f es lineal tenemos que

f(ap+1€p+1 + o apey) = ap+1f(gp+1) +tanf(é,) = 6W7
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es decir, el vector a,i1€,41 + -+ + a,€, pertenece al nicleo de f. Como
L ={é),...,€,} es una base de Ker(f), existen escalares fi,...,05, € K de
modo que:

Qpy1€pr1 + -+ an€, = B1€1 + -+ + B,€),

0, lo que es lo mismo,
pre1 + -+ Bpfp — Qpr1€pr1 — - — €y = Oy

pero como B = {€},...,€,,€y41,...,6,} €s un conjunto libre de vectores,
concluimos que

Q1= =Qu=P1=-=F=0
O
Como consecuencia del teorema anterior se tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.9.6. Sea f : V — W wuna aplicacion lineal entre dos espacios
de dimension finita. Se verifica que:

1) f es inyectiva si, y solo si, dim(V') = rango(f).
11) f es sobreyectiva si, y solo si, dim(V') = dim(Ker(f)) 4+ dim(W).
1) f es biyectiva si, y sdlo si, dim(V') = rango(f) = dim(W).

Demostracion. Basta tener en cuenta el teorema 3.9.5, que f es inyectiva si,
y s6lo si, dim(Ker(f)) = 0 y que f es sobreyectiva si, y sélo si, rango(f) =
dim(f(V)) = dim(W). O

3.10. Aplicaciones Lineales y Matrices

Cualquier aplicacion lineal f : V' — W queda determinada por las ima-
genes de los vectores de una base de V. Por ejemplo, sea f : (Zs)* — (Z5)?
una aplicacién lineal que verifica

f(170) = (37270) Yy f(ov 1) = (1707 1)7

(recordemos que Cy = {(1,0), (0,1)} es la base canénica de (Zs)?) entonces
podemos calcular la imagen de cualquier vector ¥ = (z,y) = z(1,0) + y(0, 1)
de (Z5)? de la forma siguiente:

f(z,y) = f(2(1,0) +y(0,1)) =z f(1,0) + yf(0,1)
=12(3,2,0) +y(1,0,1) = (3z + vy, 2z, y)
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En un caso general, consideremos f : V — W una aplicacion lineal y
sea B = {€},...,€,} una base de V. Denotemos por w; = f(&) € W,
para ¢ = 1,2,...n, las imédgenes por f de los vectores de la base de V' y
veamos como queda determinada f por estas imagenes. Para ¢ € V' un vector
cualquiera de V' queremos calcular f(?):

Supongamos que [0]p = (21 ... z,)" son las coordenadas de ¥ respecto a B,
se tiene entonces que, por ser f lineal,

f(@) = f(x1€1 + -+ - + xp€y)

Si consideramos, ahora, una base B’ de W, B’ = {i, U, ..., Uy}, y escribi-
mos las coordenadas de cada w; respecto a la base B’ de W:

Wy = f(€1) = a1ty + anty -+ + G,

Wy = f(€2) = a2ty + Aty - - - + Aoty

Wy, = f(€,) = arnty + agpiy -+ + + Al
podemos sustituir estas igualdades en la expresién de f(¥)) obteniéndose que

fV) = zyy + - - - + 0,
= 11 (@t + a1l - - - + A1 ty) + 2 (@121 + A2tz - - - + Amalim)
+ -+ Ty (alnﬁl + a?nﬁQ -t amnﬁm)
= (anxl + oo + - - -+ alnxn) ?Il -+ (a21$1 + QooXo + -+ - + agn.Tn) 112
+ -+ (amlxl + Am2T2 + -+ CLmn$n> ﬁm
= ylﬁl + 92172 et ymﬁm

Podemos formar entonces una matriz A € M,,«,(K) cuya columna i-ésima
estd formada por las coordenadas de w; = f(€;) respecto a la base B’,

[f(é;)]B’ = (ali ao; ... ami)t, 1= 1,2, e, N

A esta matriz la denotaremos Mpp (f) y la llamaremos matriz asociada a
f respecto a las bases B y B’. Esta matriz verifica que, dado cualquier
vector v € V, si

[17]3 = (ZEl ZEn)t

son las coordenadas de dicho vector respecto a la base B de V' y

@] = - ym)
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son las coordenadas de su imagen respecto a la base B’ de W, entonces:

()] = Mpp(f) - [U]B
Ejemplo 3.10.1. 1) Si A es una matriz de M, x,(K), la aplicacién lineal

fa: K™ — K™ definida por f(z1,...,2,) = (A" (21 ... x,)")*

para cada (z1,...,x,) € K", tiene como matriz asociada respecto a las
bases canénicas C,, de K™ y (), de K™ la matriz A, es decir:

Mc,c,,(fa) = A

11) Sea V un espacio vectorial de dimensién n y, B y B’ son dos bases de
V. Siidy : V — V es la aplicacién identidad, idy (0) = ¢ para cada
v €V, se tiene que:
Mpp (idy) = Mpp

111) La aplicacién lineal f : (Zs)* — (Zs5)? definida por
fl,y, 2,t) = (x+y + 4z, 40 + 42+t 4o +y + 2(2 + 1))

para cada (z,y,2,t) € (Zs)*, tiene por matriz asociada respecto a las
bases candnicas la siguiente

1140
Me,es(f) =14 0 4 1
4 1 2 2

1v) La aplicacién lineal f : (Z3)3 — My(Z3) definida por

fena= ("1 2). b cada (o0.2) € (20

tiene por matriz asociada respecto a la base
B ={(1,0,1),(0,1,1),(2,1,1)} de (Z3)?

y a la base canénica C' de My(Z3) la matriz

Mpe(f) =

—_ = = =
O = ==
N = = O



90 TEMA 3. ESPACIOS VECTORIALES Y APLICACIONES LINEALES
V) La aplicacién lineal f : (Z3)* — (Z3)?* definida por
f(z,y,2) = 2z +y,2y+2), paracada (z,9,2) € (Z3)*
tiene por matriz asociada respecto a las bases

B =1{(1,0,1),(0,1,1),(2,1,1)} de (Z3) y
B' = {(17 1)7 (27 1)} de (Z3)2

= (02 1)

Corolario 3.10.2. Sea A = Mpp/(f) la matriz asociada a una aplicacion
lineal f :' V — W respecto a las bases B de V y B de W. Si C € M,,xn(K)

es otra matriz que verifica que, para cualquier v €V,

[f(@)]p =C-[U]g

la matriz

entonces A = C.

Demostracion. Denotemos por A;, respectivamente C;, la i-ésima columna de
la matriz A, respectivamente de la matriz C. Si B = {eé1,...,¢&,}, entonces,
para cada ¢ =1,...,n, se tiene que:

C;=0C- [67‘]3 = [f(gi)]B/ =4 [52‘]3 = A,
por tanto, las matrices A y C coinciden. O

El Corolario 3.10.2 permite deducir que si f y ¢ son dos aplicaciones
lineales de V en W y a € K es un escalar, entonces:

Mpp/(f +g) = Mpp/(f) + Mpp/(g9) y Mpp/(af)=aMpp(f).

Proposicién 3.10.3. Sea f : V — W una aplicacion lineal entre dos espa-
cios vectoriales sobre K con dim(V) =n y dim(W) = m. Sean B y B’ dos
bases de V' y W respectivamente, y sea A = Mpp/(f) la matriz asociada a f
respecto a dichas bases. Se verifica que:

1) rango( f) = rango(A).

11) Sim =n entonces f es un isomorfismo si, y sélo si, A es inversible.



3.10. APLICACIONES LINEALES Y MATRICES 91

Demostracion. Si B = {é1,...,é,}, sabemos que f(V) = (f(€1),..., f(€)),
por lo tanto,

rango(f) = dim(f(V)) = rango {f(€1),..., f(€,)} = rango(A)

ya que las columnas de A son las coordenadas de cada vector f(€;) respecto
a la base B'.

Por otro lado, si n = m, sabemos que f es un isomorfismo si, y sélo si,
n = rango(f) < n =rango(A) < det(A) # 0 < A es inversible. O

Nota 3.10.4. Si U es un subespacio vectorial de K™, sabemos que
U={(z1,...,20) € K"; Alzy ... 2,)' = (0 ... 0)'},

siendo A una matriz de Moy, xn(K). Si aplicamos la formula de la dimension
a fa: K" — K™, se tiene que:

n = dim(K") = dim(Ker(f4)) + rango(fa) = dim(U) + rango(A)

siendo rango(A) el nimero de ecuaciones linealmente independientes que de-
finen al subespacio U.

Ejemplo 3.10.5. Por ejemplo, si consideramos U el subespacio de (Z3)?
definido de la forma

U={(2,y,2) € (Z3)*22+y=0,20+2 =0,y + 22 =0}

es claro que las ecuaciones que definen U no son linealmente independientes,
pues la matriz A del sistema que define U

A:

_ O =
N = O
SN =
O = O

2
es equivalente a la matriz | 0
0

NN

luego U = {(z,y,2) € (Z3)*;22 +y = 0,2y + z = 0} es decir,
3 = dim((Z3)*) = dim(U) + rango(A) = dim(U) + 2

Por tanto dim(U) = 1, de hecho es facil comprobar que {(1,1,1)} es una
base de U.

En el caso de composicion de aplicaciones lineales, tenemos el siguiente
resultado:
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Teorema 3.10.6. Sean V, W y U tres K-espacios vectoriales de dimen-
stones n, m y p respectivamente y sean By, By y By bases de V., W y U
respectivamente. St f : V. — W y g : W — U son aplicaciones lineales, la
composicion g o f tiene como matriz asociada:

MBVBU (g © f) = MBWBU (g) ' MBVBW(f)'

Demostracion. Sabemos que, para v € V y w € W, se verifica que:

[f(ﬁ)]BW = Mgy By (f) - [ﬂBV y [Q(w)]BU = Mpy, B, (9) - [U_;]Bw

Si ahora tenemos en cuenta el Corolario 3.10.2 y que si v € V, se tiene que:

Mpy, B, (9) - Mpy sy (f) - [U]g, = Mpys,(9) - [f(0)]g,
= [g(f(ﬁ))]BU =[(go f)(U)]BU

se puede concluir que Mp, 5, (g0 f) = Mp,5,(9) - Mp, By (f)- O

Ejemplo 3.10.7. Sea f : R? — R la aplicacién lineal definida por f(z,y) =
2y — x, para cada (z,y) € R?, y sea g : R — R3 la aplicacién lineal dada por
g(t) = (3t,t, —t) para cada t € R. De lo que hemos dicho se desprende que

3 -3 6
Me,yoy(g o f) = Mccy(9) - Meyo(f) = |- ( -1 2 ) =| -1 2
-1 1 -2

También podriamos haber calculado go f : R? — R?

(go f)z,y) =g(f(r,y) =92y —2) = (6y — 3,2y — x, — 2y)

y verificar que es la aplicacion lineal que se corresponde con la matriz asociada
(respecto a las bases candnicas) calculada anteriormente.

Corolario 3.10.8. Sea f : V — W wun isomorfismo de espacios vectoriales
(en particular, dim(V') = dim(W)) y sean By y Bw bases de V. y W res-
pectivamente. Sabemos que f~! es un isomorfismo de espacios vectoriales v
se verifica que

Mpy 5, (1) = (MBVBW(f)>_1

Demostracién. Sélo hay que tener en cuenta que idy = f~1o f y que

I, = Mg, g, (idy) = Mp, 5, (f') - Mp, 5y (f)
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3.11. Cambio de Base y Matrices Asociadas

Veamos ahora la relacion entre dos matrices asociadas a la misma apli-
cacion lineal f respecto a distintas bases de los espacios vectoriales.

Sea f :V — W una aplicacién lineal entre dos espacios vectoriales sobre
K,y sean By y By, bases de V' y By y By, bases de W.

Teniendo en cuenta que el siguiente diagrama es conmutativo:

By ; Byw
V W
zdv] Lidw
VoW
By, By,

es decir, que f = idy o f oidy, podemos afirmar que:

MBg/B(,V(f) = MB(,B’W (idw o [ oidy)
= Mgy, (idw) - Mp, By (f) - Mp; 5, (idv)
= Mgy, 5y, - Mpy By (f) - Mpy, By -
Ejemplo 3.11.1. Sea f : (Z5)® = M, (Zs) la aplicacién lineal definida por

2r + 2 z
Y T + 3y

flz,y,2) = ( ), para cada (z,y,z) € (Z5)3;

consideremos en (Zs)® las bases
C3 =1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} y B ={(1,0,1),(0,2,1),(1,1,0)}

v en M, (Zs) las bases
(38 (33)(12)32)
SEHHIBEH)

Con un sencillo calculo se obtiene que

MCSC4(f) =

—_— O O N
w = o o
O O = =
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Para obtener la matriz asociada a f respecto a las bases By B, Mpp/(f),
basta calcular el producto de matrices:

Mpp (f) = Mo, - Mcse,(f) - Mpes,

teniendo en cuenta que Mpe, estd formada por las coordenadas de los vec-
tores de la base B respecto a la base (3 escritas en columnas, se tiene que

1
MBCg - 0
1

=N O

1
1
0

Como Me¢,p son las coordenadas de los vectores de la base candnica C,
respecto a la base B’ escritas en columna, se tiene que:

-1

101 3 0001

_ 010 1 303 2

Meup = (Mprc,) ™ = 0 2 4 2 10240

1000 2 1 2 3

Por tanto,

000 1 2 0 1 Lo 1 1 1 4
303 2 00 1 11 2
MBB’(f)_ozzLo 010 (1)%(1)_204
21 2 3 1 30 00 3

3.12. Aplicaciones lineales y Teorema de Rouché-
Frobenius

Sea A - X = b un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas y
denotemos por S su conjunto de soluciones. Se comprueba facilmente que
S = f;l({g}) y el sistema es compatible si, y sélo si, b € fa(K™) = Im(f);
es decir si

rango(A) = rango {61, o 6n} = rango {61, O I;} = rango(A|b)

como ya sabiamos.
Cuando el sistema es compatible, siendo 25 € K™ una solucion del sistema,
se puede comprobar que el conjunto S se puede obtener como

S = {xo} + Ker(fa) = {76 + u;u € Ker(fa)}



3.12. APLICACIONES LINEALES Y TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS95

donde Ker(f4) es el conjunto de soluciones del sistema homogéneo cuya ma-
triz asociada es A.

Asi pues, el sistema es compatible determinado si, y solo si, S es unitario,
es decir S = {zo}, 0 lo que es lo mismo Ker(f4) = {0}. Esta iltima condicién
es claramente equivalente a que rango(A) = n, ya que n = dim (Ker(f4)) +
rango(A).

Ejemplo 3.12.1. Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales en Zs:

2 + 3y + z =1
20 + 2y + 3z =3
r 4+ 2y + 2z =2

El conjunto de soluciones de este sistema es
S ={(z,y,2) € (Z5)* | falz,y,2) = (1,3,2)}

donde f4 : (Zs)* — (Zs)® es la aplicacién lineal definida de la forma f4(z,y, 2) =
A-(zy 2)t, para cada (x,y, 2) € (Zs)® con

A:

NN
N DN W

1
3 | € My(Zs)
2

Aplicando el método de Gauss, se obtiene que el sistema de ecuaciones dado
es equivalente al sistema compatible indetermindo

2v + 3y + 2z =1
y + 3z =3

es decir, S = {(1+42,3+22,2),2 € Zs} = (1,3,0) + ({(4,2,1)}). Obsérvese
que fA(17370) = (17 372) pues

2 31 1 1
2 2 3 3 |1=13
1 2 2 0 2

es decir, (1,3,0) es una solucién del sistema dado; y Ker(fa) = ({(4,2,1)}).



