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Introduccion

Estos ejercicios han sido propuestos por los profesores de Matematica discreta del
cuarto curso de Ingenieria Informatica en la universidad de La Corufia. Fueron resueltos por
mi para ayudar a mi hijo, en ese momento estudiante de esa carrera.

En mi calidad de profesor de matematicas de ensefianza secundaria, tuve previamente
que estudiar el tema de funciones generatrices y sucesiones recurrentes para proceder a su
resolucion, ya que los tenia olvidados de mi época de estudiante.

Por ello quiero dejar de manifiesto en esta breve introduccion que, si bien los
resultados han sido contrastados en su mayoria, algunos (espero que en una infima cantidad)
pueden contener algin error, tanto en su solucion como en su transcripcion al ser escritos,
no responsabilizandome de las consecuencia que dichos errores puedan inducir.

J.M. Ramos
Pontevedra 2008
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CAPITULO 1

COMBINATORIA
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1. Un numero telefonico consta de siete cifras enteras. Supongamos que la
primera cifra debe ser un numero entre 2 'y 9, ambos inclusive. La segunda y
la tercera cifra deben ser numeros entre 1y 9, ambos inclusive. Cada una de
las restantes cifras es un numero entre 0y 9, ambos inclusive. ;Cudntos
numeros de teléfono distintos pueden formarse con estas condiciones?

SOLUCION:
Para la primera cifra tenemos 8§ casos. Para la segunda y tercera juntas son RVy,
y las restantes serdn RV 4.
En consecuencia el niimero de teléfonos es 8.9%.10* = 6.480.000

2. Una empresa produce cerraduras de combinacion. Cada combinacion consta
de tres numeros enteros del 0 al 99, ambos inclusive. Por el proceso de
construccion de las cerraduras cada numero no puede aparecer mas de una
sola vez en la combinacion de la cerradura. ;Cudntas cerraduras diferentes
pueden construirse?

SOLUCION:

Una posible combinacion seria 1, 23, 87 que seria distinta de 23, 1, 87, por lo que
importa el orden. Por otra parte nos dicen que cada numero no puede aparecer mas
de una sola vez, por lo que no hay repeticion.

Se trata de Vg9,3=100.99.98

3. EIl consejo directivo de una empresa informdtica tiene 10 miembros. Se ha
programado una proxima reunion de accionistas para aprobar una nueva lista
de ejecutivos (elegidos entre los 10 miembros del consejo). ;Cudntas listas
diferentes, formadas por un presidente, un vicepresidente, un secretario y un
tesorero, pueden presentar el consejo a los accionistas para su aprobacion?Si
tres miembros del consejo son ingenieros en informdtica ;cudntas de las
anteriores listas tienen:

a) un ingeniero propuesto para la presidencia?

b) exactamente un ingeniero en la lista?
¢) al menos un ingeniero en la lista?
SOLUCION:
Llamemos a los miembros 1,2,3,..., 10

Una lista seria 1,2,3,4 otra seria 4,5,3,1 donde el orden importa ya que el primero
seria el presidente, el segundo el vicepresidente, el tercero el secretario y el cuarto el
tesorero, es decir que la lista 1,2,3,4 no seria la misma que la 4,3,2,1 ya que el primer
caso el presidente seria 1 y en el segundo seria 4. Obviamente no hay repeticion.

Asi pues el niimero de listas es V4= 10.000.

a) Sitres miembros del consejo son ingenieros. (| En Cuantas listas hay un ingeniero
propuesto para la presidencia?

Fijamos el presidente (3 casos) y variamos a los restantes. Tendriamos entonces

3.V9’3 =3.9.8.7
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b) En cuantas listas hay exactamente un ingeniero.

Tenemos 3 ingenieros para 4 posiciones y los 7 miembros restantes los variamos
de3en3

4.3.V,3

¢) En cuantas listas hay por lo menos un ingeniero.

Calculamos todas las que no tienen ningun ingeniero y las restamos del total, es
decir

Viog— V74

4. Con las cifras 1, 2, 3, 4, 5 y 7 se forman numeros de cinco cifras que no tengan
ninguna repetida.a) ;Cudantos numeros se pueden formar? b) ;Cudantos de ellos son
multiplos de 4 y cudntos son multiplos de 2?

SOLUCION:

a) Importa el orden y no hay repeticion Vg,s =6.5.4.3.2 =720
b) Son multiplos de 4 los que acaban en 12, 24, 32, 44, 52, 72. El caso 44 no nos
vale por haber repeticion.

Acaban en 12 V4,3 =4.3.2. = 24. Por tanto los multiplos de 4 son 5.24=120.

Como hay 720 casos, acaban en una cifra concreta de las 6, 720/6 = 120 y como
para ser pares tienen que acabar en 2 o 4, el numero de pares que hay es 240.

5. Un profesor del Departamento de Computacion tiene siete libros de programacion
diferentes en una estanteria. Tres de los libros son de FORTRAN y los otros cuatro de
PASCAL. ;De cudntas formas puede ordenar el profesor estos libros si:

a) no hay restricciones?

b) los lenguajes se deben alternar?

¢) todos los libros de FORTRAN deben estar juntos?

d) todos los libros de FORTRAN deben estar juntos y los libros de PASCAL también?

SOLUCION:

a) Si constituyen siete libros diferentes, el resultado es P7 = 7!
b) Los lenguajes deben alternar, es decir P,F,P;F,P,F;P4 y siempre deben estar
colocados asi variando solamente los subindices. Por cada cuaterna de los de

Pascal tengo P; = 3! ternas de fortran. Por tanto la solucion es P4.P3; = 4!.3!
c) Silos libros de Fortran deben estar juntos, puedo considerar un bloque a los tres
permutados entre si, es decir, por ejemplo:

P,(FFF)P,PsP,

El nimero de casos que tendriamos en esa situacion seria Ps = 5!, pero a su vez los
elementos de FFF permutan entre si P53 veces, por lo que el resultado pedido sera:

Ps.P; =5!.3!
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d) Silos de Fortran deben estar juntos y los de Pascal también tenemos los dos
casos FFFPPPP o PPPPFFF, es decir P;, pero a su vez el bloque FFF presenta
P; casos y el bloque PPPP presenta P4 casos. El resultado final seria:
P,.P3.Py=2!.3!.4!

6. (De cudntas formas se pueden colocar las letras de la palabras
POLIINSATURADO de modo que se mantenga el orden en que aparecen las
vocales?

SOLUCION:
Método 1

Consideremos 14 cajas donde contener las 14 letras que componen esa palabra y las
numeramos para identificarlas del 1 al 14.

Como las vocales han de ir siempre en el orden O, I, I, A, U, A, O, para cada posicion
de las vocales lo que permutan son las consonantes, es decir P;, Ahora solo nos falta ver
cuantas posiciones posibles tengo para las vocales. Ahi intervienen las cajas. Asigno
una caja a la vocal

Una posible solucion seria 1234567, es decir que la O estariaenlacaja l,lalenla2y
enla 3, enla4 habriauna A enla5una U, enla6unaA yenla7unaO.

Otra posible solucion seria 1(13)8(11)623. Los ordenaria de menor a mayor y la O
estaria en la caja 1, la caja 2 y 3 contendrian la I, la caja 6 contendria la A, la 8 seria
paralaU,la 11 parala A yla 13 parala O.

(Cuantas de estas disposiciones de las cajas podemos hacer? Como podemos observar
el orden de las cajas no importa, es decir que el caso 1234567 es el mismo que el
6543217 ya que las vocales tienen que conservar el orden inicial. Se trata entonces de
Cis,7.

La solucion del ejercicio es P7.Cy47

Método 2

Otra forma de plantearlo es asi: Puesto que las vocales tienen siempre que estar en el
mismo lugar puedo denominarlas a todas por V, independientemente de cuales sean.
Tendria algunos casos como:

PVLVVNSVTVRVDV, PLVVVVRDTVVVNS, donde VVVVVVYV siempre seria la
secuencia OITAUAO. Se ve facilmente que se trata de permutaciones con repeticion ya
que importa el orden y existe repeticion fija del elemento V, 7 veces y cada una de las
restantes letras 1 vez.

RP14;7,1,1,1,1,1,1,1

Obviamente el resultado, utilizando ambos métodos, conduce a la misma solucidn:

14!/7!

7. Una mano de bridge consta de 13 cartas del conjunto de 52 de la baraja francesa.
a) ;Cudntas manos de bridge son posibles?
b) ;De cudntas formas se le puede dar a una persona 6 picasy 5 corazones?

SOLUCION:

La baraja francesa consta de 13 cartas por cada “palo”, siendo los palos: picas,
corazones, tréboles y rombos. Y las 13 cartas de cada palo son el AS(1), 2, 3,4,5,6,7,
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8,9, 10, J, Q, K. Las tres ultimas son el Jocker, Queen, King (el equivalente a la sota,
caballo y rey de la baraja espafiola).

a) Elnamero posibles de manos es obviamente Cs; 13 pues el orden en que estén
dadas las cartas no influye en la mano y no puede haber repeticion por no haber
cartas repetidas.

b) En una mano hay Cis,¢ de dar 6 picas, pues tengo 13 picas para dar 6.
Analogamente para dar 5 corazones serian C3,s. Por Gltimo me quedan todavia dos
cartas por dar para completar la mano, de donde puedo elegir cualquiera que no sea
picas ni corazones, es decir 13 tréboles y 13 rombos, es decir Cys,2

Por tanto el resultado final es Cj3,6. C13,5. C2652

8. ¢Cuantos numeros enteros entre 1000y 9999 satisfacen que la suma de sus digitos
es exactamente 9?

¢ Cuantos de los numeros anteriores tienen todas sus cifras diferentes de cero?

SOLUCION:

a) Es equivalente a ;cuantas soluciones enteras tiene la ecuacion
x+ty+z+t=9conx>1ey,zt>0

Podemos utilizar la teoria de funciones generatrices (tema siguiente) y seria el
coeficiente de x’ en el producto (x+x2+x L) (T2 +x+.. )Y, es decir el
coeficiente de x” en x(1-x)™ que es el coeficiente de x* en x(1-x)™*

-4\ (1)
- 8 - 8 =Cp
b) Es equivalente a ;cuantas soluciones enteras no negativas tiene la ecuacion

x+y+z+t=9 conx,y,z ytenteros positivos

Podemos utilizar la teoria de funciones generatrices (tema siguiente) y seria el
coeficiente de x’ en el producto (x+x*+x+... ), es decir el coeficiente de x° en x*(1-
x)™* que es el coeficiente de x” en (1-x)™ que es

(i)

9. En una heladeria se sirven 7 tipos de helados.
a) ;De cudntas formas distintas se pueden elegir 12 helados?

b) ;De cudntas maneras se pueden elegir 12 helados si tiene que haber al menos uno
de cada tipo?

SOLUCION:
a) Método 1:

Tengo 7 cajas que representan los tipos de helado. Se trata de distribuir 12
elementos helados en las cajas
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Por ejemplo:  H% | Aok || ek | ek significa que hay dos helados del tipo
1, 3 del tipo 2, ninguno del tipo 3, 4 del tipo 4, ninguno del tipo 5, 3 del tipo 6 y
ninguno del tipo 7.

En total tenemos RPis; 126 = 18! /12!.6!

Método 2:

Seria equivalente a averiguar cudntas soluciones enteras tiene la ecuacion x +y + z
+t+u+v+w=12, con x,y,zt,u,v,w no negativos.

Podemos utilizar la teoria de funciones generatrices (tema siguiente) y seria el
coeficiente de x'? en el producto (1+x+x*+x>+... )’ es decir el coeficiente de x'? en

(1-x)” que es
-7\ _(18
12) (12
b)

Seria equivalente a averiguar cuantas soluciones enteras tiene la ecuacion
x+tyt+tz+tt+tu+v+w=12, conx,y,ztuv,w>1.

Podemos utilizar la teoria de funciones generatrices (tema siguiente) y seria el
coeficiente de x'?en el producto (x+x*+x’+... )’, es decir el coeficiente de x'* en x’(1-
x)” que es el coeficiente de x’ en  (1-x)”' que es

(=T (1
5 5
10. Un estudiante debe responder siete de las diez preguntas de un examen. ;De
cudntas formas puede hacer su eleccion si:

a) no hay restricciones
b) debe contestar las dos primeras preguntas
¢) debe responder al menos cuatro de las seis primeras preguntas

SOLUCION:

a) Si las preguntas las numeramos del 1 al 10, una posible respuesta seria
9834567, que es la misma aunque alteremos el orden y no hay posible
repeticion. Se trata de combinaciones de 10 tomadas 7 a 7, es decir Cyg,7

b) Sidebe responder a las dos primeras, todos los casos comenzaran por 12----
- y me quedan cinco preguntas por responder de las 8 restantes, por tanto

seran Cg,s
o Sitiene que responder al menos cuatro de las seis primeras tenemos:
Que responda exactamente 4 de las 6 primeras: Cg4 . Ca3
Que responda exactamente 5 de las 6 primeras: Cqs . C42
Que responda exactamente 6 de las 6 primeras: Cgg . Ca 1

El resultado por tanto serd: 6Cq4 + 6Cos + 4
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11. En un lote de 100 ordenadores se sabe que 10 de ellos contienen circuitos
integrados defectuosos. Se selecciona una muestra de 7 ordenadores de forma
aleatoria para realizar un chequeo. ;Cudntas muestras contienen:

a) Tres circuitos defectuosos?
b) Al menos un circuito defectuoso?
SOLUCION:

a) De los 7, tres han debido ser elegidos de los 10 defectuosos, es decir Cjo3 y el resto
seran 4 de los 90 en buen estado. Por tanto la solucion es Cyo3 . Coog

b) Al menos un circuito defectuoso, serian todos menos los que no tuvieran ningtin
circuito defectuoso, esto es:

Ci100,7 — Coo,7

12. Si una partida de bridge es una particion ordenada de 52 cartas en cuatro grupos
de 13 cartas cada uno. ;Cuantas partidas distintas de bridge se pueden jugar con una
baraja?

SOLUCION:

Al primer jugador podemos darle Cs;,13 manos, al segundo Csg ;3 al tercero Cye 13 y al
ultimo 1.

Solucion: Csy,i3. Cz913. Cae,13

13. ;De cudntas formas se puede distribuir un conjunto con 2n elementos en n
conjuntos de 2 elementos?

SOLUCION:

Pensemos que tenemos n cajas y en cada caja tenemos que poner dos de los 2n
elementos dados.

Para la primera caja tendriamos Ca,» , para la segunda Cy 5 .y asi sucesivamente
hasta llegar a la ultima que nos quedarian 2 elementos que colocar para 2, es decir C,

La solucidn sera:

2n!
(2"

Con2 . Con22.Cona2 Cons2 .. Can . Con=

También se puede expresar como RP2y.25 2 (n veces)
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14.;De cudntas formas puede sacar un jugador cinco naipes de una baraja francesa y
obtener un full (trio mas pareja)?; ;y dobles parejas?

SOLUCION:

Los trios posibles que puede sacar son por carta (es decir un trio de ases, un trio de
jotas...etc) Cs3ycomo hay 13 cartas distintas en cuanto a numeracion, en total serian
13.C43. Por cada trio sacado podemos sacar (analogamente razonado) 13.Cy.

El total de fulles es de 169.C,3.Cy..
En cuanto a las dobles parejas, razonando con en el caso anterior serian:

13.C4, . para la primera pareja. Para la segunda pareja serian las mismas. y para la carta
que resta, serian 44 cartas ya que no pueden estar ninguna de las figuras que forman
parte de las parejas anteriores (es decir que si las dobles parejas fueran de J y de Q, en la
quinta carta no podria haber ninguna J (4) ni ninguna Q (4) ), es decir 8, quedandome 44
cartas.

Solucion 169.C4’2.C4,2__ 44

15, ;Cudntas permutaciones de las letras de la palabra MISSISSIPPI no contienen
dos o mas letras I consecutivas?

SOLUCION
En total tenemos RP;. 1442

Tienen dos o mas consecutivas aquellas que al menos contienen el bloque II
manteniéndose siempre junto. Consideremos pues las dos I consecutivas como una sola
I y tendremos 3 I tan solo. Por tanto todos los casos en los que van a aparecer la I
consecutiva dos o tres veces es

RP1o; 1,432

La solucion al problema sera: RPyy; 1442 - RP1o; 1,432

16 ;De cudantas maneras se pueden distribuir 12 libros distintos entre cuatro nifios de
modo que:

a) cada nifio reciba tres libros?

b) los dos nifios mayores reciban 4 libros y los dos menores dos cada uno?
SOLUCION:

Método 1 (interpretado por combinaciones)

a) El primer nifio puede recibir Cj»,3, el segundo Co,3, el tercero Ce 3 y el tltimo Cs 3

Por tanto la solucion es C12,3,, Co,z . C6,3 .C3,3

b) El mayor recibe 4 libros por tanto pueden distribuirsele Cj, 4, al otro por tanto le
quedan Cg 4, al tercero le quedan Cu, y al ultimo Cs,»

La solucion es Ci4 Csa . Csn .1 Método 2 (interpretado por permutaciones con
repeticion)
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a) En este caso llamo A B C D a los nifos. Supongamos que estan asi designados de
mayor a menor edad:

Fijo los libros del 1 al 12, y voy asignando los nifios a los libros. Una posible
asignacion seria AAA BBB CCC DDD, otra seria ABBAABCDCDCD. De esta manera
repartiria los 12 libros entre los 3 nifios y las formas distintas de hacerlo serian

sssss

b) En esta ocasion los repartos serian del tipo AAAABBBBCCDD, es decir que la
repeticion seria 4 para A, 4 para B y 2 para C y D. Por tanto todos los posibles repartos
serian:

RP12; 4,42

17. Determinese el coeficiente de Xy’ en:
a)(xty)” b)(x+2y)2 ) (2x+3y)"
SOLUCION:

12 i 12-i 9.3 : : 12
a) ; y'x " =coef x y~ de donde i=3. El coeficiente es 3 =220

12 — o 3 . : 125

b) |  |(2y)'x " =coef.x y’;1=23.El coeficiente es ; 2°=1760
1

12 , 12—i 9 3. - . 12) 50

C) By) (2x) " =coef .x” y”; 1=3. El coeficiente es ] 3°2° =3041280

i

18. Determinese el coeficiente de
a)xyzen (x +y+z), b)xyzen 2x—y—z), c)xyz"en (x — 2y + 3z7')*
SOLUCION:

4 (4] :
a) (x+y)+2)* = z(i}l (x+y)*". Necesariamente i=2. Faltaria por conocer el
i=0

4
coeficiente de xy en (x+y)” que es 2. Entonces el resultado final seria (2}2 =12

i (4 A A N ) ] )
b) (2x-(y+2))' = Z( }(—1)’ (y+2) (2x)*" ; 4-i=1;i=3, que en x obtiene
i=0 \ !

coeficiente 2

El problema se reduce a calcular el coeficiente de yz* para (y+z)® que es 3

432—13—24
3 2(=1)" =-

4 (4 . _
) (x=2y)+3z7)* =>"| |3z (x~2»)*"; obviamente i = -2, de donde i=2
i=0 \ !
cuyo coeficiente en z”' es 9. Falta averiguar el coeficiente de xy en (x-2y)* que es -4.
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4
El resultado es [2j9.(—4) =-216

19. Determinese la suma de todos los coeficientes de (x + y)".
SOLUCION:
10 10
a) z( =+ =2" =1024
i=0 \ !

20. Dado un numero real x y un entero positivo n, muéstrese que

n (l’l] n-1 (l’l] 2 n-=2 n (ﬂ] n
a)l=(0+x)"—| [x(I+x)"" +| [x"(A+x)"" —..+(-1 X
1 2 n

b) 1=(2+x)" —(TJ(x FDQ2+x) + @(x F1)2Q2+x)"7 =4 (1) m(x 1)
n
SOLUCION:

a) El desarrollo de la derecha es Z(—l)”(lff}v" (1+x)"" que es el binomio de Newton
—y 1

de

((1+x)-x)" = 1.

b) El desarrollo de la derecha es Z(—l)”(’?j(l +x) (2+x)"”" que es el binomio de
i=0 l

Newton de

(2+x)-(1+x))" = 1

21. Determina las formas diferentes en que se pueden elegir 20 monedas de cuatro
grandes recipientes que contienen monedas de diferente denominacion. Cada
recipiente contiene un solo tipo de monedas.

SOLUCION:
Meétodo 1:

Si denomino a los recipientes 1, 2, 3, 4. Una posible elecciéon de monedas seria
11111122222333333344 (es decir 6 del recipiente 1, 5 del recipiente 2, 7 del recipiente
3, 2 del recipiente 4)  Es obvio que no importa el orden y hay repeticion variable,

23
entonces estamos ante RCy20 = (2()}

Método 2:
Equivale a saber cuantas soluciones enteras tiene la ecuacion

x +y+z+1t=20,donde x, y, z, t representan el nimero de monedas de cada tipo que
tomo del recipiente 1, 2, 3 y 4 respectivamente:
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Podemos utilizar la teoria de funciones generatrices (tema siguiente) y seria el
coeficiente de x*° en el producto (1+x+x*+x>+... )", es decir el coeficiente de x* en

(l-x)'4 que es
-4\ (23
20) (20

22. ;De cuantas formas se pueden colocar doce canicas del mismo tamaiio en cinco
recipientes distintos si:

a) todas las canicas son negras?
b) cada canica es de distinto color?
SOLUCION:

a) Método 1
Utilizando las barras y asteriscos

Hk3k | koK skok |*** | * | 3k RP16~124

o asignando recipiente a las canicas
16
112222333455 RCs 12 =

Método 2
Equivale a saber cuantas soluciones enteras tiene la ecuacioén

x +ty+z+t+w =12, donde x, y, z, t representan el nimero de canicas que coloco en
el recipiente 1, 2, 3, 4 y 5 respectivamente:

Podemos utilizar la teoria de funciones generatrices (tema siguiente) y seria el
coeficiente de x'? en el producto (1+x+x*+x>+... )°, es decir el coeficiente de x'? en

(l-x)'5 que es
-5\ (16
12) (12

Razonando por asignacion de recipiente tendriamos y fijando las canicas, que el
caso

b) Si son todas de distinto color

112222333455 no seria igual al caso 552222333411 ya que si suponemos que la
primera canica es verde, en el primer caso estaria en el primer recipiente,
mientras que en el segundo caso estaria en el 5° recipiente.
(Como se interpretaria el caso 111111111111? Que todas las canicas estarian en
el primer recipiente

Serian RVs 15 = 512
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23. ;Cuantas soluciones enteras no negativas tiene el sistema de ecuaciones
é
xitxztxst+xitxstxstx=37; x1+x2+x3=62

¢ Cudntas de estas soluciones verifican que xi, x2, x3> 0?

SOLUCION:
X1+ X2+ X3+ X4+ X5+ X6+ x7= 37 tiene tantas soluciones como
RP43.376
x1 + x2+ x3 = 6 tiene tantas soluciones como
RPs.62=28. Por cada una de ellas hemos de resolver
x4+ x5+ xs+ x7=31 que son RP343,3=5984
En total 28.5984 = 167.552
(Cuantas verifican que xs, x2, x3> 0?

Coeficiente de grado x° de (x+x’+...)°, que equivale al coeficiente de x* de

-3 5
(l-x)'3 que es _[ 3 j_(J =10

La solucidén es 10.5984 = 59840

24. ;Cudntos numeros naturales de cuatro cifras significativas tienen sus cuatro
digitos diferentes en orden creciente (como 1347, y 3689) o en orden decreciente
(como 6432 y9531)? ;Cudntos numeros naturales de cuatro cifras significativas
tienen sus cuatro digitos en orden no decreciente (como 3467, 2256 y 4777) o no
creciente (como 7532, 9966, 5552)?

SOLUCION

Primero calculamos el niimero de los que tienen sus cuatro digitos en orden creciente:

9
El 0 no puede aparecer por lo que el resultado pedido son C9,4_(4]

Analicemos este resultado. Como en las combinaciones no importa el orden en que se
tomen los elementos, la combinacion 3245 a efectos de nuestro problema es la 2345,
es decir que si pensamos en cualquier combinaciéon de los nameros del 1 al 9 tomados
de 4 en 4, la podemos ordenar, obteniendo una serie con cuatro digitos en orden
creciente.
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) ) 10
Sin embargo en el caso de que el orden sea decreciente el nimero es C10,4=( 4}

porque ahora el 0 puede formar parte de la serie, por ejemplo 0876, seria a efectos de
nuestro problema el nimero 8760 que tiene todos sus digitos en orden decreciente.

9 10
Asi pues el resultado seria 4 + 4

En orden no decreciente serian RCo 4= (4] ya que ahora se permite la repeticion y

En orden no creciente seria RCj4 = (4 ] Si los sumamos estariamos repitiendo los

casos 0000, 1111, 2222, ... 9999, por lo que hay que restar 10. El resultado seria:
12 13
+ -10

4 4
25 ;De cudntas formas se pueden seleccionar nueve bolas de una bolsa que contiene
tres bolas rojas, tres verdes, tres azules y tres blancas?
SOLUCION.
Equivale a resolver la ecuacion x +y+z+t=9 con0<x,y,z t<3

Haciéndolo por funciones generatrices, seria el coeficiente de x° de (1+x+x*+x°)* que
coincide con el coeficiente de x° de (1-x*)*(1-x)™

Grado de (1-x")" Coeficiente Grado de (1-x)" Coeficiente

S T R

12 8
El resultado es ( 5 j - 4.(5j +24=220-224+24=20
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26. ;Cudntos numeros de la seguridad social (secuencias de nueves digitos) tienen al
menos una vez cada uno de los digitos 1, 3y 7?

SOLUCION:

No tienen el 1: RVyo ; No tienen el 2 los mismos; No tienen el 3 los mismos: No tienen
el 1 yel2RVgy Notienenel 1y el 3 los mismosyel2yel3 los mismos. No tienen el
1,2,y 3, RV74 Por tanto tenemos:

RV 109 —3.RVo,0 + 3RVgo—RV79= 10" —3.9°+3.8” - 7°

27. 8i se lanza un dado cinco veces, ;cudl es la probabilidad de que la suma de las
cinco tiradas sea 20?

SOLUCION:
Los casos favorables son las soluciones de la ecuacidon
x+tyt+tz+t+u=20 con I<x,y,ztu<6

Es el coeficiente de x*° de la funcién (x+x*+...+x°%)’ que es el grado x" de (1-x%)°(1-x)”

Grado de (1-x°)° Coeficiente Grado de (1-x) Coeficiente

0 I 15 L;SDJ:U:J

: RE | G

) 19 13 7
Solucion: s -5 9 +10 3 =3876-3575+350 = 651

Como los casos posibles son 6° = 7776
La probabilidad pedida es 651/7776 = 0,0837 o del 8,37%

28. Determina el numero de soluciones enteras para x1+ x:+ x3+ x4= 19 donde — 5
<xi<I10paratodoi, 1 <i<4
SOLUCION.

Equivalente a calcular el nimero de soluciones enteras para xi1+ x2+ X3+ x4= 39 donde
0<xi<15paratodoi, ] <i<4

Es el coeficiente de x*? de (1+x+x*+ ..x"” ) = (1x"%)"(1-x)*
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Grado de (1-x'%)’ Coeficiente Grado de (1-x)™ Coeficiente
=4\ (42
0 1 39 L 39J - L39J
[—4Y_[20
16 -4 23 ) L23J _t23J
4 [~ 4 _ 10
32 5 =6 7 7 7

42

Solucién es
39

4

26
23

10
]+6( . ] =11480-10400 + 720 = 1800
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CAPITULO 11

FUNCIONES GENERATRICES

José M. Ramos Gonzalez 18



Ejercicios resueltos de funciones generatrices. Matematica discreta 4° Ingenieria Informatica

1. Determina la funcion generatriz para el numero de formas de distribuir 35
monedas de un euro entre cinco personas, si (a) no hay restricciones; (b) cada
persona obtiene al menos un euro; (c) cada persona obtiene al menos dos
euros; (d) la persona de mayor edad obtiene al menos 10 euros; y (e) las dos
personas mds jovenes deben obtener al menos 10 euros.

SOLUCION: La solucion se corresponde con el coeficiente de x> de:
a) (I+x+x+..)° ;b) (x+x™+..)°; ¢) (*+x*+...)°
d) (x"+ x"+ ). (Txrx3)?

e) (x"™+ x"+ L)AL (Txx+)

2. Encuentre las funciones generatrices para las siguientes sucesiones.

SCIEH o (eG4

ol-11,-11,.. do,0,0,1,1,1,1,1,1.
e 0,0,0,6,-6,6, -6, 6... H 1,0,1,010,1,..
21,2,43816.. h) 0,01, a d, d,.., conat0
SOLUCION:

a) Obviamente son los coeficientes del desarrollo de (1+x)®

8.(8) . 8 (8) .
b) Siderivamos f(x)= Z( _}\’ , obtendremos f"'(x) = ZZ( _}\’_1, cuyos
1 l

i=0 i=1
coeficientes son los de la sucesion dada. Dado que la funcidn generatriz de
f(x) es (1+x)®, entonces la funcion generatriz de la sucesion dada es 8(1+x)’

o) fx)=1-x+x*-x*+x'... (D
xfx)= x-x+x-x"... Q)

Sumando ambas expresiones obtenemos (1+x)f(x) =1, de donde
f(x) = 1/(1+x)

d) fx)=x+x'+x>+... = x’(1+x+x>+...). Ahora bien, es facilmente
demostrable (inténtese como ejercicio) que la funcidon generatriz de la
sucesion constante k, k, k, k, ... es k/(1-x); en particular para 1,1,1, sera
1/(x-1), de donde:

f(x) = x°/ (1-x)
(En general la funcién generatriz de la sucesion O, ..., 0, 1,1,1,1,1,1... siendo 0

los k primieros términos, es f(x) = X~/ (1-x))

e) f(x)=6x —6x"+6x"-.. = 6x (1-x+x"-..) y aplicando el apartado c)
la funcion generatriz pedida es:
f(x) = 6x°/ (1+x)

f) fx)=1+x*+x"+x"+.. ().
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X fx)= -xP—xt—x"- . 2)

Sumando ambas expresiones obtenemos (1-x)f(x) = 1, de donde
f(x) =1/ (1-x)

g) f(x)=1+2x+4x*+8x’ +16x* +... (1)
2xf(x)= -2x—4x* -8’ —16x'-... (2

Sumando ambas expresiones obtenemos (1-2x) f(x) = 1, de donde
f(x) =1/ (1-2x)

h) f(x)=x"+ax’+a’x’+ a’x®+... =x%(1 +ax +a’x’*+ ...). El segundo
factor 1 +ax + a’x” + ..., es una generalizacién del apartado g), de donde
f(x) = x*/(1-ax)

3. Determine la sucesion generada por cada una de las siguientes funciones
generatrices. (Grimaldi)

a) f(x) = (2x-3)° b) fix) =x"/(1-x) ¢ fix) =x’ /(1)
d) fix) = 1/(1+3x) e) f(x) = 1/(3-x) P fo)=1/(1-x)+3x"-11
SOLUCION:

a) Desarrollando el cubo del binomio, se obtiene la sucesion de coeficientes, en
este caso en orden decreciente
3 S
( ‘j(—l)’.3’.23_’ para i=0...3, es decir: 8, -36, 54, -27
i

La sucesion pedidaes -27, 54, -36, 8,0, 0, 0, 0, ...

b) f(x)= x*, 1/(1-x); dado que 1/(1-x) es la funcion generatriz de la sucesion
constante 1,1,1,1, resulta que el polinomio generatriz resultante es
x*(1+x+x%+ ...), por tanto la sucesion pedida es 0, 0, 0, 0, 1,1,1,1,1,1.....

¢) f(x)=x". 1/(1-x%); dado que 1/ (1-x%) es la funcion generatriz de la serie
polinémica, como vimos en el apartado ¢) del ejercicio anterior, 1 +x* +x*
+...
resulta que el polinomio generatriz resultante es x> (1 +x*+x" +...), de
donde la sucesion pedidaes 0,0,0,1,0,1,0,1,0,1 ....

d) f(x)=1/(1+3x). Dividiendo en la forma usual, obtenemos como cociente:
1 —3x +9x* — 27x” + ... por tanto la sucesion es a, = (-1)"".3"", es decir
1,-3,9,-27, 81, -243, ...

e) f(x) = 1/ (1-3x). Dividiendo, obtenemos como cociente:
14+3x +9x>+27x° + ... por tanto la sucesion es a, = 3“’1, es decir
1,3,9, 27,81, 243, ...

f) f(x)=1/(1-x)+3x’-11. Como 1/(1-x), es la funcién generatriz de la sucesion
constante 1, la dada genera la sucesioén
-10,1,1,1,1,1,1,4,1, 1, 1....
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4. En cada uno de los siguientes ejercicios, f(x) es la funcion generatriz de la
sucesion a,, aj, az, ... y g(x) la de la sucion by, b;, b.... Exprese g(x) en
términos de f(x), para:

a) b3=3yb,=a, con n£3 b) b;=3,b~=7yb,=a, con n£3 y n£7

¢) bi=1, b;=3y b,=2a, con n#3 y n#l

d) bi=1,b;=3,b,=7yb,=2a,+5 con n#3, 1, 7
(Grimaldi)
SOLUCION:

a)
f(X) = a, + ajx + ax” + asx> + agx’ + ...
g(x) =a, tax +ax’ +3x> +ax’ + ..
restando ambas expresiones resulta f(x) — g(x) = (a3-3)x’, por tanto
g(x) = f(x) + (3-az)x’

b)
f(x)=a,tax+ a2x2 + a3x3 + a4x4 +
g(x) = a,+ ax + ax” + 3% +agxt + . A7x + .
restando ambas expresiones resulta f(x) — g(x) = (as-3)x>+(ar-7)x’ por
tanto
g(x) = f(x) + B-az)x’+(7-a7)x’
c)

f(X) =a,tax + 212X2 + 213X3 + a4X4 + ...
g(X) =28, + X + 2a,x” + 3x° + 2a4x" + ...

2f(x) — g(x) = (2a;-1)x + (2a3-3)x’

g(x) = 2(x) - Qar-1)x - 2a3-3)x’

5) Determine la constante en el desarrollo de (3x2 - (Z/x))l 3 (Grimaldi)

SOLUCION.

15
(3x* — (2/x))"° = D (=1)"(2/x)'(3x*)""". La constante es el coeficiente de grado 0,
i=0
es decir el coeficiente de x” y como la potencia genérica de x en el sumatorio es
xL(xH" =x*73" | igualando exponentes 30- 3i =0, de donde i = 10.

Por tanto el coeficiente de x° en el desarrollo es (-1)'°.2'°.3° = 248832
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6) a) Encuentre el coeficiente de x" en (1+x+ X+ )15

b) Encuentre el coeficiente de x" en (1 + x + XA+ ) para n entero
positivo. (Grimaldi)

SOLUCION:
a) Como la funcion generatriz de 1,1,1, es 1/(1-x). El problema se reduce a hallar el
coeficiente de x’ en el desarrollo de (1/(1-x))"” = (1-x)™", resultando ser el nimero

o (F1S) o (21)
combinatorio : D' = . (*)

—-n

n+r—1
(*) Recordemos que ( ):(—1)’( ), siendo n un entero positivo.
r

’
(demostracion hecha en el Grimaldi)

b) Al igual que antes el problema se reduce a hallar el coeficiente de x’ en el

desarrollo de (1/(1-x))" = (1-x)™, resultando ser el nimero combinatorio
-n (-1) = n+6
7 7
7). Encuentre el coeficiente de X" en (x7 x5+ ) 6 (Grimaldi)

SOLUCION:

La funcion generatriz asociada a x’ +x° +x° + ..... es, como vimos en el ejercicio
1, apartado d)  x'/(1-x).
Por tanto el coeficiente de grado 50 de (x"/(1-x))® = x*.(1-x)® es el coeficiente de

P -6 . (13
grado 8 de .(1-x)™, que es g (-D° = g =1287

8. Encuentre el coeficiente de X"’ en (x2 +X+x X+ x6)5 (Grimaldi)

SOLUCION:

En primer lugar calculemos la funcidon generatriz asociada a la base:

() =x+x+x*+x°+x>=x* (1 +x+ x> +x° +x%)

Seagx)=1+x+x*+x +x* y xgXx)=-x-x"-%x-x'—x". Sumando ambos
obtengo g(x) = (1-x°)/(1-x); por tanto f(x) = x*(1-x)/(1-x).

El problema se reduce a hallar el coeficiente de x*°, del desarrollo [x*(1-x")/(1-x)]’ =
x'’. (1-x°)°.(1-x), que se reduce a su vez a hallar el coeficiente de x'° en
(1-x).(1-x)".

Observemos que los grados de x en el primer factor solo pueden ser 0 o enteros
positivos multiplos de 5, por tanto los casos que se pueden presentar son los
siguientes

José M. Ramos Gonzalez 22



Ejercicios resueltos de funciones generatrices. Matematica discreta 4° Ingenieria Informatica

Grados en factor (1-x°)° | Coeficiente Grados en factor (1-x)” | Coeficiente
—-5) (14
0 | 10 o))
| () Gl
1 5 5
5
’ 8 0 1

. : . 14) (5)9 5
Asi pues el coeficiente pedido es - +
10 LA\S 2

9). Para n entero positivo, encuentre en ( 1+ x + X )(I+x)" el coeficiente de (a) x

s (b) x® ¥ (¢c) X" con 0<r<n+2,y r entero. (Grimaldi)

SOLUCION:
a)
Grados en factor 1+x+x” Coeficiente Grados en factor (1+x)" | Coeficiente
n
0 1 7
7
n
1 1 6
6
n
2 1 5
5
, n n
Solucidn: + +
7 6
b)
Grados en factor 1+x+x” Coeficiente Grados en factor (1+x)" | Coeficiente
0 1 8 "
8
n
1 1 7
7
2 1 6 "
6
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sosion: (1]+(2]

©)

Grados en factor 1+x+x” Coeficiente Grados en factor (1+x)" | Coeficiente

S R R

. n n n
Solucion: + +
r r—1 r—=2

10). Encuentre el coeficiente de x" en los siguiente ejercicios.
a) X’(1-2x)" b)) C-50/1-x)° ¢ (I+x)*/(1-x)*

SOLUCION:
a) Obviamente 0 pues el maximo grado de ese desarrollo es 13.

b) Lo descomponemos en x.(x*-5)(1-x)™. Asi pues el problema se reduce a hallar el
coeficiente de x'* en .(x%-5)(1-x)™

Grados en factor (x°-5) | Coeficiente Grados en factor (1-x)” | Coeficiente

0 : L

: | =] ()

16) (14
Asi pues el coeficiente pedido es -5. (14} + (12}
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¢)
Grados en factor (1+x)" | Coeficiente Grados en factor (1-x)” | Coeficiente
4 -4 18
0 =1 15 - =
0 15 15
4 -4 17
1 =4 14 =
1 14 14
4 -4 16
2 =6 13 = =
2 13 13
4 -4 15
3 =4 12 =
3 12 12
4 -4 14
4 =1 11 =
4 11 11
. . . 17 16 14
Asi pues el coeficiente pedido es +4 +6 +4
14 13 11

11). ;De cudntas formas se pueden asignar dos docenas de robots idénticos a 4 lineas
de montaje de modo que a) al menos 3 robots se asignen a cada linea b) al menos 3

pero no mds de 9

SOLUCION:

a) La generatriz es (x° + x* + x* + x° + ...)*. Siendo la solucion el coeficiente de
24
X .

La funcion generatriz XHxtHCHxC+ L= );3(1+x+x2 ..) es

x* (1-x)™. Y el coeficiente de x** en [x*(1-x)"]* equivale a hallar el coeficiente

dexlzen(l-x)"‘quees 4 = 1
12 12

15
El valor pedido seria (12} =455

b) En las cuatro lineas tendriamos
x>+ x*+x°+x°+ ... +x°)*. Siendo la solucion el coeficiente de x**.

La funcion generatriz de X Ax R HRC+ L+ es x3(1+x+ +x6) que es

x* (1-x")(1-x)". Y el coeficiente de x** en [x* (1-x")(1-x)"]* equivale a hallar el
coeficiente de x'? en (1-x")*(1-x)™. Los casos son:
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Grados en factor (1-x')" Coeficiente | Grados en factor (1-x)” | Coeficiente

0 | Gt

G O el R s 098

) 15 8
El valor pedido seria 1 -4

12) ;De cuantas formas pueden repartirse 3000 sobres idénticos, en paquetes de 25,
entre cuatro grupos de estudiantes, de modo que cada grupo reciba al menos 150
sobres, pero no mas de 1000 sobres?

SOLUCION: 3000 sobres en paquetes de 25 son 120 paquetes, 150 sobres en
paquetes de 25 son 6 y 1000 sobres iguales en paquetes de 25 son 40.

El problema se reduce a repartir 120 paquetes iguales en cuatro grupos de
estudiantes de modo que cada grupo reciba al menos 6 paquetes pero no mas de
40.

Es decir (x° + x’ + ... + x*)*, siendo la solucion del problema el coeficiente de
120
X

Funcién generatriz de x° + x” + ... + x** = x®( 1+x+..+x*) que es

x*(1-x7)(1-x)"! Por tanto, el coeficiente de x'*° de [x°(1-x>*)(1-x)"']* es el
coeficiente de x°° de (1-x>)*(1-x)™. Los casos son:

Grados en factor (1-x°)" | Coeficiente | Grados en factor (1-x)” | Coeficiente

0 | o] el

70

: 20 I O 5
HE 2 e

99 64 29
Sol: -4 +6
96 61 26
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13). Se distribuyen dos cajas de refrescos, con 24 botellas de un tipo, y 24 de otro,
entre cinco peritos que realizan pruebas de sabores. ;De cudntas formas pueden
distribuirse las 48 botellas de manera que cada perito reciba: a) al menos dos botellas
de cada tipo; b) al menos dos botellas de un tipo y tres del otro?

a) X+t +) .
La funcion generatriz del problema seria (x* + x> + ... + x'9'°, y la solucion
seria el coeficiente de x*
[x%.(1-x)"]" equivale a calcular el coeficiente de x** de (1-x)™°

-10 37
que es: =
28 28
Para las del tipo A (X2 +x+ )
y para las del tipo B (x> + ... )’ ya que al menos han de recibir 3 La funcion

generatriz que resuelve el problema es (x> + x> +...)> . (x’ + ... )’ y mediante
las generatrices correspondientes obtendriamos:

b)

[x*(1-x)"P.[x’(1-x)"] =x*.(1x)"°
Se trata de hallar el coeficiente de x'* de (1-x)™°
que es

e

14). Si se lanza 12 veces un dado, jcuadl es la probabilidad de que la suma de los
resultados sea 30?

SOLUCION:

En cada vez tenemos: x' +x” + ... + x°. Al lanzar 12 veces, la funcion generatriz
del problema es (x' +x* + ... + x%)'%. Los casos favorables (es decir suma 30) lo
constituye el coeficiente de x™°

La funcion generatriz asociada es f(x) = x.(1-x°)/(1-x)

El problema se reduce a calcular el coeficiente de x*° de [x.(1-x°)/(1-x)]"* que se
reduce a su vez a calcular el coeficiente de x'® de .(1-x%)"*.(1-x)™*

Los casos que se presentan son:
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Grados en factor (1-x°)'* | Coeficiente Grados en factor (1-x)~ | Coeficiente
-12 29
0 1 18 =
18 18
12 -12 23
6 - =-12 12 =
1 12 12
12 -12 17
12 =66 =
2 6 6
12
18 7| 5 =-220 1

Los casos posibles son 6'> =2.176.782.336

Por tanto la probabilidad pedida es: 0,008815

29 23 17
Los casos favorables son: 8 -12 1 + 66 6 —-220 =19.188.950

15). Carolina recoge dinero entre sus primas para darle una fiesta a su tia. Si ocho de
sus primas prometen dar cada una 2, 3, 4 0 5 dolares y las otras dos dan cada una 5 o
10 dolares, ;cudl es la probabilidad de que Carolina junte exactamente 40 dolares?

SOLUCION:
Los casos favorables son aquellos en los que Carolina juntara 40 doélares, que
viene dado por el coeficiente de x* de (x* + x* + x* + xX))°.(x* + x'%?, que,
haciendo las funciones generatrices de los polinomios base de los dos factores,
resulta ser el coeficiente de x*° de la siguiente expresion:

[x%(1-xY(1-x)"°. [x°(1+x7)] = x*.(1xH)*. (1) A (1-x)
reduciéndose a calcular el coeficiente de x'* de .(1-x*)*.(1+x°)*(1-x)™

Tenemos
Gren .(1-x")° Coef Gren (1+x°)° Coef Gren (1x)® Coef
21
0 1 0 14 [1 4]
16
0 1 5 9 [9]
11
0 1 10 4 [ 4]
17
4 -8 0 10 [1 OJ
12
4 -8 5 5 [ S j
4 -8 10 0 1
13
8 28 0 6 [ 6)
8
8 28 5 1 [1]
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si multiplicamos por filas las columnas sombreadas y sumamos todos los
productos, obtendriamos los casos favorables, que nos da:

116280 + 22880 + 330 — 155584 — 12672 -8 + 48048 + 448 = 19722
8 2
Los casos posibles son RV4.RV2 =262144

La probabilidad pedida es: 0,07523

16). ;De cuantas formas puede seleccionar Tomds n canicas de un gran surtido
de canicas azules, rojas y amarillas, si la seleccion debe incluir un numero par de
las azules?

SOLUCION:

Eleccion de las rojas  1+x+x>+x>+ ...

Eleccion de las amarillas 1+x+x*+x7+ ...

Eleccion de las azules 1+ x> + x* + ... (Considera que 0 es par y por tanto admite la
posibilidad de que no haya bolas azules en la eleccion)

La solucion es el coeficiente de x" en la funcién (1+x+x*+ ..)%(1+x* + x*+...) cuya

funcion generatriz asociada es (1/(1-x))%.(1/(1-x?). Se reduce al coeficiente de x" de

(1/(1-x))*(1/(1-xD).
1 _ 1 _ 4 B C D

= = + + +

(1-x)*1-x*) (-x 0+x) 1-x (1-x)* (A-x) 1+x

1 = A(1+x)(1-x)* + B (1-x}) + C (1+x) + D (1x)’

Si x=1, tenemos 1=2C; de donde C= Y2

Si x=-1, tenemos 1= 8D, de donde D=1/8

Si x=0, tenemos 1=A + B + 5/8; A+B=3/8

Si x=2, tenemos 1 = 3A-3B +3/2 - 1/8; A-B=-1/8; de las dos ultimas ecuaciones se

obtiene A=1/8 y B=1/4

1 _1/8  1/4 /2 U8 (&L (1\(-2).(-2)_ -2,
(l—x)z(l—xz)_l—er(l—x)z +(1—x)3 +1+x_(8j;x +(4JK 0 j*( 1 j( x)+[ 2}( x) +}

.@{m {ﬂ(_x) +(-23]<_x)z } (LS

siendo el coeficiente de grado n (Se calcula el coef de grado en cada sumando) :

1 1Y(—-2) 1(-3) 1 w1 i ln+1 ln+2
§+(Zj{nj+z(nj+g(_l) _8(1+( D )+4l( n j+2( n j
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17). ;Como puede Maria repartir 12 hamburguesas y 16 perritos calientes entre sus
hijos Ricardo, Pedro, Cristobal y Jaime, de modo que Jaime reciba al menos una
hamburguesa y tres perritos calientes, mientras que sus hermanos reciben, cada uno,
al menos dos hamburguesas, pero a lo sumo cinco perritos calientes?

Reparto de hamburguesas (en el orden Jaime, Ricardo, Pedro y Cristdbal)
x+x>+. )+

Reparto de perritos calientes (en el orden Jaime, Ricardo, Pedro y Cristobal)
x+x2+.)(1 +xt .10

El numero de reparticiones de hamburguesas en las condiciones dadas es el coeficiente
de x'? de x./(1-x).[x*/(1-x)]’ = x".(1-x)™* que se reduce al calculo del coeficiente de x°

en (1-x)™, resultando ser:
(=4 _(8
5 5

Es decir que hay 56 formas de repartir las hamburguesas en las condiciones expresadas.

El niamero de reparticiones de perritos calientes en las condiciones dadas es el
coeficiente de x'® de x*/(1-x).[(1-x*)/(1-x)]° = x*.(1-x%)*.(1-x)™ que se reduce al calculo
del coeficiente de x'* en (1-x°)’(1-x)™, resultando ser:

Gren .(1-x°)’ Coef Gren (1-x)* Coef
-4 16
0 1 13 - =
(59
-4 10
6 7 - =
)
-4 4
12 1 — =
()0

16 10 4
Hay en total (13} - 3( ; J + 3(J =212 formas de repartir los perritos
Por tanto los repartos posibles serian 56 . 212 = 11872

18). Se tiene una bolsa con 5 canicas amarillas, 4 rojas y 5 blancas. Se eligen 1, 3 6 5
amarillas, 2, 3 6 4 rojas y 1, 4 6 5 blancas, ;de cudntas formas se pueden elegir 10
canicas?

SOLUCION:
Es el coeficiente de x'° de

(x+x+ x0).(x+ %7+ xY).(x + xMx%) = x (1 =+ xH)(1+x+xP). (143 +xh) que se reduce al
coeficiente de x° de (1 +x*+ x*)(1+x+x%).(1+x°+x*) que se corresponde con
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024, 204, 213, 420, que son 4 casos.

19). Calcula la funcion generatriz para el numero de formas de tener n céntimos de
euro en (a) monedas de uno y cinco céntimos de euro; (b) monedas de uno, cinco y
diez céntimos de euro.

SOLUCION:

a) Coeficiente de grado n de (T+x+x2+ )1+ %0+ x P+
b) Coeficiente de grado n de (1+x+x*+ ... )(1+x° +x'0+ x"+..)(1+x"* +x2°+ x**+...)

20). Determina la funcion generatriz para el numero de soluciones enteras de las
ecuacion ci+c2+c3tci=20donde—3<ci,—3<c3—-5<c:<5,0<ca

SOLUCION:
Para evitar los valores negativos, sumo 3 a cada valor de ¢; y ¢, y sumo 5 a cada valor
de cs3, con lo que al miembro de la derecha he de sumarle 3+3+5 obteniendo

citc2teitca=31donde 0<ci,0<cz,0<¢3<10, 0 <ca.
que equivaldria al problema de repartir 31 canicas entre cuatro nifios de modo que a
uno de ellos le toque a lo sumo 10 canicas.

Seria el coeficiente de x°' de (1+x+x%+ ... (1+x+x*+ ... +x'%)

Coeficiente de x*' de (1-x)~(1-x'")/(1-x); o sea (1-x"")(1-x)™

Gren .(1-x") Coef Gren (1-x)* Coef
-4\ (34
0 31 - =
31 31
-4 23
11 -1 20 =
20 20

) 34 23
Soluciodn es -
31 20

21) Calcule el numero de soluciones enteras no negativas de la ecuacion:
citeytceztey=12, donde —2<c <6, -3<c,<4, ¢;20, ¢, 20

(Ejercicio propuesto en el Examen de Febrero 2009 en La Coruiia)

SOLUCION:

Como nos piden las no negativas, el problema consiste en averiguar el nimero de
soluciones enteras de la ecuacion dadapara 0<¢, <6, 0<c¢,<4, ¢, 20, ¢, 20
Coeficiente de grado 12 de (1+x+..+x°)(1+x+...4xY) (1+x+x*+...)?

Coeficiente de grado 12 de (1-x")(1-x")(1-x)™
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Gren .(1-x) Coef Gren (1-x’) | Coef Gren (1-x)" Coef

-4 15
0 1 0 1 12 =
1 12

0 1 5 -1 7 - =
7

2
-4) (8
7 -1 0 1 5 -
5) 5
7]
1

7 -1 5 -1 0

) 15 8 10
La soluciodn es: - - +1=280
12 5 7

21.) Hallense a, b, k de modo que (a + bx)* sea la funcion generatriz para la sucesion
1, 2/5, 12/25, 88/125, ... (Grimaldi)

SOLUCION:

i=0

k % k i k=i i
(a+bx)" = z _|p'a” X", por tanto:
i

k bOak :1, k blak—l :g’ k bZak—Z 223 k b3ak_3 :ﬁ
0 1 5\2 25\ 3 125

lo que conduce a las siguientes ecuaciones respectivamente

(1) " =1, de donde se obtiene que a =1

2) kb=2/5
k(k-1)b> 12
3) ke =Db” _12
2 25
k(k=1)(k-2)b> _ 88
) KE=DE=2
6 125
Dividiendo (4) entre (3) se obtiene: @ = %, que junto con la ecuacion (2),

resulta k=-1/5yb="-2.

22). Hallense los cinco primeros términos de las siguientes expansiones
a) (1+2x)"” b) (2-x)"*
SOLUCION:

a) f(0)=1

£(x)=2(13)(1 +2x)**=23)(1 +2x)** £(0)=2/3
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£°(x) = (-4/9)(1 + 2x)™" £°(0)=-4/9
£ (x)= (20/27) (1 + 2x)™? £2(0)= 20/27
fv(x)=(-160/81) (1 + 2x'*? (0) = -160/81

Los cinco primeros términos de la expansion (de McLaurin) pedida son

2 -4/9 , 20/27 5, -160/81 ,
1+—x+ x° + x + X
3 2! 3! 4 =
2 2, m ;20 4

l+—x——x"+—x X
3 9 81 243

b) f(0)=4/2

£(x) = (-1/4)(2-x)*"* de donde £°(0) = —1

443

£°(x) = (-3/16)(2-x)* de donde £°(0) =

-3
324/8

£°(x) = (-21/64)(2-x)""* de donde £**(0) = — 21

2564/8

: —-231
£Y(x) = (-231/256)(2-x)""* de donde f(x) =
18484/8
La expansion de McLaurin de grado 4 es
4 1 3 21 3 231 4

42 - xX- x? - X ——F=x
4487 6448 153648 4435248
23). ¢De cuantas formas se pueden seleccionar siete niumeros no consecutivos entre el
lyel 50?
SOLUCION.

Una posible eleccion seria 3,5,7,9,11,13, 15
No valdria 3,5,7,9,11,8,18 ya que el 7 y el 8 son consecutivos.

Entendido asi el problema, lo abordaremos del siguiente modo:

Toémese un caso, por ejemplo 1,5,7,9,11,13,50, ordénense y establecer las diferencias
consecutivas, teniendo en cuenta que el primer término resta al 1 y el Gltimo al 50 en
todos los casos. Este caso nos daria:

0,4,2,2,2,2,37,0 cuyasuma es 49

Otro ejemplo seria 13, 34, 21, 15, 5, 8, 11. Los ordenamos 5, 8, 11, 13, 15, 21, 34, cuyas
diferencias consecutivas nos darian

4,3,3,2,2,6,13, 16, cuya suma es 49
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Se tiene que todos los casos que buscamos tienen la propiedad de que ordenados y
restados consecutivamente nos dan 49. Y estas restas tienen que ser siempre mayores
que 1 ya que si hubiese algin 1 querria decir que tendriamos dos nimeros consecutivos,
salvando los extremos que pueden ser 0 o 1 (ya que si una serie empieza por 1 genera un
0 en la primera diferencia y si empieza por 2 genera un 1 el la primera diferencia.
Igualmente si acaba en 50 genera un cero en la ultima diferencia y si acaba en 49 genera
un 1 en la ultima diferencia)

El problema se reduce a resolver el numero de soluciones de la ecuacion

x] + X + ... + X3 =49 con x;>2 con i=2,...7 y X;>0, xg>0 . Equivalente a repartir 49
canicas entre 8 nifios tocandole al menos 2 a 6 de ellos.

El resultado serfa el coeficiente de x* de (x> + x> + ... )°(1+x+x+...)*
coeficiente de x*° x'*(1-x)® (1-x)? , coeficiente de x>’ de (1-x)™® que es

(o))

25). Comprueba que el numero de descomposiciones de un entero positivo n en
sumandos impares coincide con el numero de descomposiciones de n en sumandos
distintos.

SOLUCION:

El numero de descomposiciones de un entero positivo n en sumandos impares es el
coeficiente de x" de
(1xHx o+ ) (10 ) 1+ 0.
1 1 1 J— 1
l-x 1-x>"1-x""" Hi:ol—xz”l

El nimero de descomposiciones de n en sumandos distintos es el coeficiente de x" de

(1+x)(1+x7)(1+x)....
y dado que
1_x2 _ 4 _ .6
I+x= 1+x° = 5 1+x° = 3
—x - -
Tenemos que
1-x* 1-x* 1-x° 1 1 1 © 1
1+x)(1+x3)(1+x%).... = . . = . . = —_—
(o)) I-x 1-x" 1-x° I-x 1-x 1-x° Hi:ol—xz’“

siendo ambas funciones generatrices iguales.
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28). En f(x) = [1/(1-x)].[1/(1 X’ )].[1/(1 -x3)l el coeficiente de xbes7. Interprétese este
resultado en funcion de particiones de 6.

SOLUCION.
Quiere decir que el nimero de particiones de 6 en donde solo intervienenel 1,2 y 3 es
7.

29). Hdllese la funcion generatriz para el numero de soluciones enteras de

a) 2w+3x+5y+7z=n conw,x,y, 70
b) 2w+ 3x+5y+7z=n. con w>0, x,y>4, 7>5
¢ 2w+3x+5y+7z=n con 2<w<4<x<7Zy<10<z

SOLUCION:

a) equivale a averiguar la funcidn generatriz para las particiones de n en las que
solamente intervengan el 2, 3,5y 7

esdecir:  (1+x2x* x4+ ) (1P Hx0x0+. ) (1Hx0+x ) (1+x+x ), o sea
f(x) = [1/(1-O)]. [/ [ /(1] [1/(1xT)]

b)
(1O (P P B ) (30 P+ ) (L) | es decir:

1 x12 xZO x35

I-x*1-x1-x"1-x’

=x".f(x)

C) (X4+X6+X8)(X12+X15+X18+X21)(X35+X40+X45+X50)(X70+X80+...) —

(X4 +X6 +X8)(X12 +X15 +X18 +X21)(X35 +X40 +X45 +X50).X70 B

x-1

x121(1+x2 +x4)(1+x3 +x6 +x9)(1+x5 +x10 +x15)

x—1

30) Detérminese la funcion generatriz para el numero de maneras de tener la
cantidad n, con 0<n<99, en monedas de uno, de cinco, de diez, de veinticinco y de
cincuenta.

SOLUCION:

Es el numero de soluciones enteras de la ecuacion

x +5y+10z+25t+50w=n con X,Yy,z, tyWw enteros no negativos.

Equivale a la particion de n utilizando 1, 5, 10, 25 y 50

Es decir que la solucion seria el coeficiente de x" de la funcion generatriz
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(1xtx 0+ ) (10 P L)1 20 (10 ) (1% %) (1)

es decir ; 110 > - (@
1-x0-x)A-x")A=-x")A-x

aunque obviamente también podriamos limitar (1) a:
(1xAx A0 ) (10 LA (1020 570 (1504 ) (14x70)

31) Encuentra la funcion generatriz exponencial de las siguientes sucesiones, siendo
a numero real:

wl,-1,1,-1,1,-1,...0) 1,2, 2,2, 2, ...0) 1,-a, d’, - &, &', ...
d)1,d,dd..00ad a,d, ..001202),32),42), ...

SOLUCION:
Partiendo de que la funcion generatriz exponencial de la sucesion 1,1,1,1... ese”

a) La funcidn es e™

Ya que, puesto que la derivada n-ésima de e™ es (-1)"e™ y al ser sustituida en
0 nos da (-1)", el desarrollo de e™ de McLaurin, es:

o0 _1 i ] xi
Z( .') x', cuyos coeficientes de — son 1, -1, 1, -1 ...
i=0 1! l

.y 2
b) La solucién es e™

la derivada n-ésima de e** es 2".¢™ y al ser sustituida en 0 nos da 2". El
desarrollo de McLaurin de ¢ es:

3 i i
i . X 2 A3
zfx’ cuyos coeficientes de — son 1, 2, 27,27 ...
= 1 i
¢) Combinando a) con b) la solucion es e™

2

d) eax
2

e) aeax
2

) xe”

Los tres ultimos casos siguen un razonamiento completamente analogo a los anteriores.
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32.) Determina la sucesion generada por cada una de las siguientes funciones

generatrices exponenciales:
a)3e™ b)6e™ -3¢ c¢)e+x* d)e”-3x+5x*+7x e) 1/(1x)

f) 3/(1 -2x) +¢*
SOLUCION'

a) La derivada n-ésima de la funcién es 3"’

Si hacemos el desarrollo de McLaurin, obtenemos :

3 4

3 3 iy
3¢ =3+3%x +—'x2 +?x3 +..., la sucesion generada es 3, 37, 3°, 3°, ...

®  1a derivada n-ésima de la funcion es 6.5 — 32"¢** que al ser sustituidas en 0

se obtiene la sucesion 6.5" —3.2"

c) Las derivadas sucesivas son e* +2x ,e* +2,e*, e, ..... que generan la sucesion
1,1,3, 1,1, 1,.....
También sin recurrir a las derivadas, podemos pensarlo asi:

&+ x2 = (1+xHX2D)+ BN+ (x4 +..) + x2 = (1+x+[(12D)+1 x> +H(x/3!)+
(x*/4N= 1+x+(3/2D)x*+(x*/3!)+ (x*/4!) que genera la sucesion 1,1,3,1,1,1...

d) Las derivadas sucesivas son 2¢” — 9x* + 10x +7 , 4™ — 18x + 10, 8¢™* -18, y a
partir de aqui serian 2"e™ para n>4, obteniéndose la sucesion:

1,9, 14, -10, 16, 32, 64,....
e) Las derivadas sucesivas de (1-x)"' son

£(x)=(1-x)? , £’(x)=2(1-x)>, £’(x) = 6(1-x)*, ... f(x) = n!(1-x)™"

La sucesion generada es 1,1,2,6,24,... es decir n!

) 3/(1-2x) +¢*  Derivadas sucesivas de 3.(1-2x)" + ¢* son
6(1-2x)2+ e, 24(1-2x)°+ ¢, 144(1-2x)> + &

4,7,25,145,... 32'n!+1
Sin recurrir a las derivadas podemos razonarlo asi:

3/(1-2x) +e* = 3(1+2x+27x 427 +2 % ..) + (1Hx+HE2D)HK/3 )+ (x4 +..)=
(3+3.2x+((21.3.22)2)x*+((313.2° ) 3N +((41.3.24 ya)x*+..) +

(1+x+Hx2D)+Hx 3+ (x*/41)+...) y sumando los coeficientes de igual grado se obtiene
una sucesion del tipo

ao+a1x+(az/2!)x2+(a3/3!)X3+... donde los a,son 3 2"n! + 1
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33) a) Dada la funcion generatriz 2e™ Jeudl es la sucesion que determina, si se
considera que dicha funcion es ordinaria?

b) Dar un formula explicita para la funcion generatriz exponencial de la sucesion
a,= 1/(n+1).

(Ejercicio propuesto en el examen de Febrero de 2009 en La Coruiia)

SOLUCION:
a) la derivada n-ésima de 2¢™ es 2™"'.¢* y al ser sustituida en 0 nos da 2""'. El
desarrollo de McLaurin de e** es:
0 i+l ] n+l
z , x' cuyos coeficientes de x" son - por tanto
= 1 n!
n+l
la sucesion pedida, al considerar la funcidon generatriz ordinaria, es a,= '
n!
b) f(x)=1 +lx +Lx2 +Lx3+... =1 +lx +lx2 +lx3
2 3.2! 43! 20 3 4!
e —1

_ 1 2 1 3 1 4 — X _ —_
xf(x)—x+2!x +3!x +4!x +...=e" —1,dedonde f(x)=

34) . Encuentra la funcion generatriz exponencial del numero de formas en que se

pueden ordenar n letras, n > 0, seleccionadas de cada una de las siguientes palabras:
a) HAWAII b) MISSISSIPPI c) ISOMORPHISM

SOLUCION:
a) Coeficiente de x%/6! de (1+x)*(1+x+(x*/2!))* , puesto que la H y la W aparecen 1 vez
(1+x), mientras que la A y la I lo hacen 2 veces 1+x+(x/2!)

b) Coeficiente de x''/11! de (1+x) (1+x+H(x*/2!)) (1+x+H(x/2)+x/31)+ (x*/41))%, puesto
que hay una sola letra que aparece una vez que es la M, una letra que se repite 2 veces
(P) ylaM y la I que lo hacen 4 veces.
¢) Coeficiente de x''/11! de (1+x)*(1+x+(x*/21))*, puesto que hay tres letras que solo
aparecen una vez (R, P, H) y 4 que se repiten dos veces (I, S, O, M)

35.) Para el apartado (b) del ejercicio 20, ;cudl es la funcion generatriz exponencial
si la disposicion debe contener al menos dos letras I?

SOLUCION:

En este caso el factor correspondiente a la I, que es uno de los 1+x+(x*/21)+(x>/3!)+
(xY/4, quedaria asi: X223+ (xY/4Y), es decir que finalmente la funcién
generatriz correspondiente seria:

(14x). (1+x+(x/21)). (K2)HE B3+ (x41). (1+xHEZ2D)+H 3D+ (xY/41))

Siendo cada factor correspondiente a las letras M , P, I, S, respectivamente.
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36) Se genera una sucesion ternaria (0, 1, 2) de 20 digitos de forma aleatoria, ;cudl
es la probabilidad de que (a) tenga un numero par de unos? (b) tenga un niumero par
de unos y un numero par de doses? (c) tenga un numero impar de ceros? (d) el total
de ceros y unos sea impar? (e) el numero total de ceros y unos sea par?

SOLUCION:
Los casos posibles son RV; 9= 3%

a) Casos favorables: Coeficiente de x*°/20! en el desarrollo de
(1+xHE20)+. )2 (12D Hx 4D +...), pues (1+x+(x*/2!)+...) es para la eleccion del 0
y el 2, mientras que al obligarnos a que tenga exactamente un niimero par de unos, la
eleccion del 1, seria 1+(x*/21)+(x*/41)+...

Puedo tratar de averiguarlo asi:

Dado que 1+x+(x*/2!)+... = ¥, entonces (1+x+(x*/2!1)+...)* =™,

e.X +e—x
y 1+ 20)HxY AN+, =
3x X
Con lo cual nuestra funcion generatriz exponencial es , cuya derivada enésima
3" +e . . 3" +1
es — que al sustituir en 0 (para el desarrollo de Mclaurin) nos da

por tanto el desarrollo de McLaurin de nuestra funcion es:
=3 +1 . 20 . 204+
z _— , siendo el coeficiente de x™/20! igual a
i=0 .l.
casos favorables a nuestro problema.
20
+1

Por tanto la probabilidad pedida es EXER

que es la solucion de los

d) Que tenga un nimero par de unos y un niumero par de doses:

(1+x+(x*/2!)+...) eleccion para el 0
1+H(x*/2)+(x*/41)+... eleccion para el 1 y el 2
El resultado de los casos favorables es el coeficiente de x*°/20! de la funcion generatriz

2

X =X 2 3x -X x
(1+x+(x2/2!)+...)(1+(x2/2!)+(x4/4!)+...)2=ex.(e +2€ ] =€ +e4 *2e

) L 3" +(=1)"e™ +2e"
cuya derivada enésima es

, que al ser sustituida en x=0, nos da

4
AN A2 o
——————, obteniéndose el desarrollo de Maclaurin siguiente:
oo3i+_1i+2i 20+
2(4—,'))6 , cuyo coeficiente de de x°120! es 3 3
i=0 NA

320 +3

Por tanto, la probabilidad pedida es a3
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e) Que tenga un nimero impar de ceros

(xHx/3)+H(x"/51)+...) eleccion para el 0
(1+x+(x*/2!)+...) eleccion parael 1 yel 2.

. . . 20 .7
Los casos favorables vienen determinados por el coeficiente de x™/20! de la funcién
generatriz:

X _ X 3x _ _x
(TxHEE2) 4. 2SBS0y = e & 26 = . © | cuya derivada
n 3x _ X no_
enésima es — que sustituyendo en 0 da: , siendo el desarrollo de

MacLaurin de nuestra funcion:

20 _q

23 -1, :
Z 5 x' cuyo coeficiente de x2°/20! es
i=0 l..

20 _q

La probabilidad pedida es Bl

2.3%

d) El total de ceros y unos sea impar

Para que una suma sea impar, necesariamente ha de ser impar uno de los sumandos y el
otro par, por tanto tenemos dos situaciones: Que el total de ceros sea par y unos sea
impar y viceversa. En cualquier caso las funciones generatrices de ambas situaciones
son idénticas, por lo que basta con calcular un caso y multiplicarlo por dos.

Para el caso en que la cantidad de ceros sea par y unos impar, los casos favorables
vendrian dados por el coeficiente de x*°/20! del desarrollo de

(1+xHE2D)+..). (xHEB)HE/5)+.). (1HE2D+HxY41)+...) cuyos factores
representan respectivamente la eleccion del 2, la eleccion del 1 y la eleccion del 0.
Pasando a sus expresiones exponenciales tendriamos:

. ex _e—x ex +e—x e3x _e—x ) . 3ne3x _(_l)nex
e = , cuya derivada enésima es , que
2 2 4 4
. 3"=-(-D" . . .,
sustituyendo en 0 da: 4 siendo el desarrollo de MacLaurin de nuestra funcion:

Txi cuyo coeficiente de x*°/20! es
i=0 AR

Recordemos que tenemos que multiplicar por 2 ya que seria igual nimero de casos para
que la cantidad total de ceros sea impar y unos par.

3% -1 3*-1
430 3%

i3i (=1 3% -1
IR

La probabilidad pedida es 2.
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f) Que el total de ceros y unos sea par
Dos casos: que ambos sean pares 0 ambos impares.

En el caso de que ambos sean pares tenemos la funcidon generatriz e idéntica solucion
que en el apartado b), es decir
320 + 3
4

Y en el caso de que ambos sean impares tenemos la funcidon generatriz siguiente:

x -x 2 3x -x X
—e e’ +e —2e
4

(1+x+H(x2)+..). (xHE B3+ = ex.(e . = cuya

3ne3x +(_1)ne—x _2ex

derivada enésima es , que al ser sustituida en x=0, nos da

4
3"+ (D" -2 . D
— obteniéndose el desarrollo de Maclaurin siguiente:
=3+ (=)' -2 20 _
Z#X , cuyo coeficiente de de x2°120! es 3 !
= 4.1 4

Entonces los casos favorables a nuestro apartado son:

20 4 20 _ 20 4 20 4 20 4
3 1 3+3 1 L 2'34 2.3 5 l,asi pues la probabilidad pedida es %

n 2
37.) Comprueba que Zk3 = (@j
k=0

SOLUCION:
Método 1 (por el operador sumatoria. Ver teoria en el Grimaldi, pag 284)

Sabemos que 1/(1-x) es la funcidn generatriz correspondiente a 1+x+x’+ ...
y x/(1-x) es la que corresponde a x+x*+x"+...

derivando tenemos 1/(1-x)* corresponde a 1+2x+3x> sucesion 1,2,3....

por tanto X/(l-x)2 lo hace a x+2x>+3x>+... sucesion 0,1,2,3,...

volviendo a derivar,

(X+21 )/z(l-x)3 corresponde a 1+4x+9x’+... es la funcion generatriz de la sucesién
1,27,37,...

y x(x+1)/(1-x)’ es la funcién generatriz de la sucesion 0, 1, 2%, 3%,... (x+4x*+9x>+...)
volviendo a derivar

(x*+4x+1)/(1-x)* corresponde a 1+8x+27x"+...

x(x*+4x+1)/(1-x)* corresponde a la funcion generatriz de 0, 1°,2°,3°

Entonces el resultado de 0+1°+2°+3%+...+n’ es el coeficiente de x" de la funciéon (Se
explica perfectamente en la pagina 284 del Grimaldi)
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2 +4x+ 2+ 4x+
x(x 4x4 D_1 que equivale al coeficiente de x™ de la funcion x—4x51
(1-x) I-x (1-x)
Grado x“+4x+1 Coeficiente Grado (1-x)” Coeficiente

n+l

2 1 n-3
n—-3
n+?2

1 4 n-2
n—2
n+3

0 1 n-1
n—1

. n+l n+2 n+3
La solucion es +4 + =
n-3 n—2 n—1
(n+Dn(n-1)(n-2) +4 (n+2)(n+n(n-1) N (n+3)(n+2)(n+Dn _
4! 4! 4!
(m+Du[(n—-D(n-2)+4n+2)(n-1)+n+3)n+2)] _ (n+Dn(6n” +6n) _n*(n+1)° _
4l 24 4

(n(n + l)j2
2

como queriamos demostrar.

Método 2 (por induccion. Este método no forma parte del temario de discreta)

Lo compruebo para n=1.
En efecto 0+1° = (1.2/2)°
Lo supongo cierto para n y lo demuestro para n+1

n+l + + 2
Tengo que demostrar que Z k= (Wj
k=0

Partimos de que

ng =(n+1)° +;:ok3 =(n+1)’ +(n(n2+1)j _ 4(n+1)° +4n2(n+1)2 _ (”+1)2(4(Z+1)+n2) _

(n+1)’*(n* +4n+4) _ (n+1)’(n+2)’ :((n+l)(n+2)

2
2 1 5 j como queriamos demostrar.

38. a) Calcula la funcion generatriz de la sucesion de productos 0 [{- 1), 1 [D, 2 [1, 3
[2,4[3,...,i[fi-1),...

b) Utilizando el resultado anterior halla una formula para Zi(i -1)
i=0

SOLUCION:

a) Partimos de la siguiente funcion
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xHx L , es decir 1/(1-x)
Derivamos y obtenemos 0.x™'+1.x"+2.x'+3.x*+..., es decir 1/(1-x)*
Derivamos otra vez y... 0.(-1)x+1.0x'+2.1x"+3.2x"+... , es decir 2/(1-x)*
Multiplico por x* y obtengo 0.(-1) +1.0x+2.1x*+3.2x>+... ,
Por tanto la funcion generatriz de la sucesion 0 L{— 1), 1 [0, 2 [, 3 [2,4 [B, ...,1 i-
1), ... es 2x*/(1-x)°

b) Utilizando el operador sumatoria

Zi (i —1) viene determinado por el coeficiente de grado n en la funcion
i=0
generatriz 2x%/(1-x)* que equivale al coeficiente de grado n-2 de 2(1-x)*

n+1j: 2n+Dn(n=1) _n(n’ -1

ue es 2
q (n—2 6 3

39. Calcula la sucesion generada por la funcion g(x) = x f(x)/(1 — x) siendo f(x) la
funcion generatriz de la sucesion {ai}

SOLUCION:
Si f(x) es apta;x+ax*+... Sabemos que f(x)/(1-x) es la generatriz de la sucesion de
sumas parciales, es decir
ag + (agtap)x + (ao+a1+a2)x2+...
Por tanto xf(x)/(1-x) obtiene agx + (ag+a;)x> + (ag+a;+az)x +...
La sucesion generada es 0, ag, apta; apta;+ay,
EJERCICIOS DIVERSOS (Grimaldi, pag. 287)
40. Hallase la funcion generatriz de las siguientes sucesiones:
a)7,809,10.. b) Lad,d,.. ¢ 1, 1+a, (1+a)’, (1+a)’.... d) 2, I+a, 1+d°, 1+d°,...
SOLUCION:
a) f(x) = 7+8x+9x*+10x°+ ...

-1/(1-x)* = -1-2x-3x-4x° - ...

Sumando ambas expresiones obtenemos 6(1+x+x*+x"+...) = 6/(1-x)

6 1
De dond = +
e donde f(x) .

b) f(x) = 1+ax +a’x* +a’x>+...
-axf(x) = -ax - a’x” - a°X" -...

Sumando (1-ax) f(x) = 1, de donde f(x) = 1/(1-ax)
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c) Obviamente es el caso b para a=1+a, es decir
-
I-(1+a)x
d) f(x) = 2+H(1+a)x+(1+ad)x™+ ... = (1+x+x>+... ) H(1+ax+a’x*+...)
1 1
fx)y=—>+

1-x 1-ax

41) Sea C ={a,b,c,d,e,f,g}

a) Hallese la funcion generatriz para los subconjuntos de C. ;Cudntos sumandos hay
en los coeficientes X’ de esta funcion?

b) Hallese la funcion generatriz para la forma de seleccionar n objetos de C con
0<n<lI4, de C, donde cada objeto puede seleccionarse a lo sumo dos veces. ;Cudntos
sumandos hay en el coeficiente X’ de esta funcion?

SOLUCION:
a) La forma de eleccion de cada objeto es 1+x (no lo tomo o lo tomo en el
subconjunto). Como son 7 objetos, la funcion generatriz es (1+x)’ y el coeficiente de x>

7
es( J:21
2

b) La seleccion de cada objeto es ahora 1+x-+x*
La funcion generatriz es (1+x+x°)"*. La solucion seria el coeficiente de x"
El coeficiente de x” :

Vamos a ver la funcion asociada a 1+x+x>

Sabemos que 1/(1-x) = [+x+x’+...
3 _ 34
X/(1-X) = X=X -...

Sumando ambas funciones resulta que 1+x+x* = (1-x)/(1-x)

Por tanto la solucién buscada es el coeficiente de x* en (1-x°)"*(1-x)™
-14 15
que es = =105
2 2

42.) Hallese el coeficiente de x* en ftx) = (x5 +xP X+ + x")w

XA Hx"T M+ x T =01 xR+ %1

Por otra parte si g(x) =1 +x° +x° + x° + x> + ...

Multiplicando por —x> se obtiene que —x’g(x) = -x° —x° - ... Sumando ambos tenemos
que g(x) = 1/(1-x>). Si multiplico por —x'° obtengo —x"> —x'® — x*!- ... por tanto tenemos
que 1 + X+ x0+x7 +x2 = (1=x")(1x7)

La solucion que busco es el coeficiente de grado 33 en (1-x")'%.(1-x%)"°
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Grado (1-x")" Coeficiente Grado .(1-x7) " Coeficiente
—-10) (20
0 1 33 —[ 1 j— (llj
15 —(lojz-lo 18 (—mj:(wj
1 6 6
30 [10}45 3 _(—mj:(mj:lo
2 1 1

] 20 15
Solucién -10 + 450
11 6

43. El sargento Balin debe distribuir 40 balas (20 para rifle y 20 para pistola) entre
cuatro policias, de modo que cada uno obtenga al menos dos balas, pero no mas de
siete de cada tipo. ;De cudntas formas puede hacerlo?

SOLUCION:

Reparto primero las balas de rifle

El numero de repartos posibles viene determinado por el coeficiente de grado x*° en
R S D S T 0N

XA+ X =1+ +xX)

Y se demuestra facilmente (estd hecho en ejercicios anteriores) que

I+x + x>+ x° +x* +x° = (1-x°)./(1-x)
Por tanto la solucién viene a ser el coeficiente de grado x*° en la expresion:

x*(1-x%)*(1-x)™

que equivale al coeficiente de grado x'? en (1-x°)*(1-x)™

Grado (1-x°)" Coeficiente Grado .(1-x)" Coeficiente
15
0 1 12 [12}
43 9
6 L= ] B
4 —
12 (J =6 0 1

El reparto de balas de pistola sigue idéntico proceso. Por tanto la solucion final es

[

54|
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44. ;Cuantos numeros telefonicos de 10 digitos presentan sdlo los digitos 1,3,5,7 si
cada digito aparece al menos dos veces o no aparece?

SOLUCION:
Importa el orden. Tengo que recurrir a las funciones generatrices exponenciales

La solucion es el coeficiente de x'%/10! en (1+x%/21+x>/31+ ...)*
Sabemos que e* =1+x+x%/2!+x/3!+ ... por tanto la funcién que buscamos es ¢* — x

Debemos buscar el coeficiente de x'%/10! en (e* —x)*

x 4 (4j 4x (4j 3x (4j 2 2x (4j 3 x (4j 4
(e"=x)"=| e —| |xe"+| |[xet—| |xe"+| |x
0 1 2 3 4

El coeficiente de x'/10! en e™ es 4", ya que ¢ es la funcién generatriz exponencial de
1,4,4, ...

Para hallar el coeficiente de x'/10! para x.e™, tenemos que su derivada i-ésima es:
373 (i + 3x) que al sustituir en 0 y el subindice i por 10, da 3°.10

Para hallar el coeficiente de x'°/10! para x’.e**, observemos que es 10.9 por el
coeficiente de x*/8! de e** que es 2°. Asi el coeficiente pedido es 10.9.2°

Para hallar el coeficiente de x'®/10! para x’.e*, observemos que es 10.9.8 por el
coeficiente de x'/7! de e* que es 1. Asi el coeficiente pedido es 10.9.8

(4 4 10 4 9 4 8 4
La solucion es 47 — 10.3° + 10.9.2° - 10.9.8
0 1 2 3

Lo consignado en rojo es una propiedad importante que permite descomponer los dos
factores a la hora de calcular el coeficiente.

45.) Utilicense los cinco primero términos del desarrollo binomial de (1 +x)1/ s para
aproximar la raiz cubica de 2.

SOLUCION:

El desarrollo de (1+x)"?
Si hacemos las 4 primeras derivadas y sustituimos la x por 0 obtenemos los coeficientes
de grado 1, 2, 3 y 4, que son respectivamente 1/3, -2/9, 10/27, -80/81

173 =1+lx— 2 ,, 10 5 80

Asi pues (1+x) X X =
3 9.2 27.3! 81.4!

x*. Sustituyendo x por 1,

obtenemos 3\/5 =1,24279
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46.) a) ;Para que sucesion de numeros es g(x) = (1-2x)? la funcion generatriz
exponencial?

b) Hdllense ay b de modo que (I-ax)’ sea la funcion generatriz exponencial para la
sucesion 1, 7, 7.11, 11.15, ...

SOLUCION:
a) Si derivo sucesivas veces g(x), y sustituyo x por 0 obtengo la sucesion
1,5,7.5,9.7.5,11.9.7.5

b) derivando se tiene que la derivada i-ésima es

(-D)'a'b(b=1)(b=2)...(b—i +1)(1 —ax)""
que al sustituir por x= 0 obtenemos
(-D'a'b(b=1)(b=2)....b=i+1)

Entonces obtenemos las siguientes ecuaciones:
(1): 7=-ab
(2): 7.11 = a’b(b-1)
(3): 7.11.15 = -a’b(b-1)(b-2)

Dividiendo (2) entre (1) se obtiene (4): 11 =a(1-b)
Dividiendo (3) entre (2) se obtiene (5): 15=a(2-b)
Se divide (4) entre (5) y se obtiene b=-7/4 y a=4

47.) En un drea rural hay 12 buzones colocados en una tienda.

a) Si un repartidor de propaganda tiene 20 folletos idénticos, ;de cudntas formas los
pude distribuir, de modo que en cada buzon haya al menos un folleto?

b) Si los buzones estin en dos filas de seis, ;cudl es la probabilidad de que una
distribucion del apartado a) tenga 10 folletos distribuidos en los seis buzones
superiores y otros 10 en los inferiores?

SOLUCION:
a) Es el coeficiente de x* en (x+x*+...)"* = x'?/(1-x)'? ; coeficiente de grado 8 de

(1-x)"
19
8

b) Las formas que se pueden distribuir 10 folletos en 6 buzones, teniendo que haber
al menos un folleto en cada buzoén, que es el coeficiente de x'° en (x+x*+...)° =
x%.(1-x)®; coeficiente de x* de (1-x)®

2
9 9
Es decir, (4] Como son dos filas idénticas, seria (4] .La probabilidad es
9\ (19
entonces :
4 8
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CAPITULO III

SUCESIONES RECURRENTES

José Manuel Ramos Gonzalez 48



Sucesiones recurrentes. Matematica discreta 4° Ingenieria Informatica

1) Encuentra la solucion general para cada una de las siguientes progresiones
geométricas:

a)ani—1,5a.=0,n>0;b)4an—5a-1=0,n>1;
c3anvi—4an=0,n=>0,a1=5d)2an—3 an-1=0,n>1, as=81;

SOLUCION:

a) Se trata de una progresion geométrica de razon 1,5. Por tanto la soluciéon general
es a, = ag(1,5)"

b) Se trata de una progresion geométrica de razéon 5/4. Por tanto la solucion general
es a, = a;(5/4)™!

c) Se trata de una progresion geométrica de razoén 4/3. Sabiendo que a;=5, tenemos
que la solucién general es a, = 5(4/3)""

d) Se trata de una progresion geométrica de razén 3/2. Sabiendo que a;=81,

tenemos que 81=a,.(3/2), de donde a;= 24 la solucion general es  a, =
24(3/2)" =324

2.) Si @n, n >0, es una solucion de la relacion de recurrencia Qn1—d an= 0y as =
153/49, as=1377/2401, ;cudnto vale d?

SOLUCION:

Al tratarse de una progresion geométrica de razon d, tenemos que
as =as.d’, es decir que d* = (1377/2401).(49/153) =9
d=+3

3.) Hace quince aiios se invirtieron las ganancias de un negocio en una cuenta que
pagaba un 8% de interés anual con pagos trimestrales. Si ahora el saldo de la cuenta
esde 7.218,27 €, ;cudl fue la inversion inicial?

SOLUCION:

Meétodo 1: Si a, es el capital al cabo del trimestre n, resulta que

a, = a1+ (0,08/4)a,.;, es decir una relacion de recurrencia a, — 1,02 a,.; = 0 que es una
geométrica de razén 1,02 y cuya solucion general es a, = ¢(1,02)"

Si el saldo de la cuenta al cabo de 15 afios (60 trimestres) es 7.218,27 resulta que
7218,27 _

(1,02)®

ago=7.218,27, de donde podemos averiguar ¢, ya que ¢ =

La inversion incial es ag = 2200

Meétodo 2:
Para deducir la formula que me da el capital, hagamos lo siguiente. Llamemos Cy al
capital inicial y C; al que tenemos al cabo del trimestre 1.
Al cabo del primer trimestre tendremos C;=C+(0,08/4)Cy = Cy (1+(0°08/4))
Al cabo del segundo trimestre tendremos C,=C;+(0,08/4) C;=Co(1+(0°08/4))
Al cabo de los 15 afios (60 trimestres) tendremos Ce=Co(1+(0,08/4))*°

Es una progresion geométrica de razon 1+(0°08/4) =1,02. Aplicando los datos del
ejercicio, tenemos:
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7218,27 = Co. (1,02)%°; de donde Co = 2200 €

4. Sea xi1, x2, ..., x20 una lista de numeros reales distintos que deben ordenarse
mediante el método de la burbuja. (a) ;Después de cudntas comparaciones estardn
ordenados en forma ascendente los diez numeros mds pequeiios de la lista? (b)
¢ Cudntas comparaciones mds se necesitan para terminar la ordenacion?

SOLUCION:
Necesito 19 comparaciones para que el menor de todos quede en la primera posicion.
18 para el segundo y asi sucesivamente hasta el 10°.

El nimero de comparaciones hasta quedar ordenados los diez nimeros mas pequefios de
la lista seria:  19+18+17+16+15+14+13+12+11+10 = 145

b) Faltan para completar la ordenacion 9+8+7+6+5+4+3+2+1=45

5.) Resuelve las siguientes relaciones de recurrencia:
a)an=5an1+t6 ar2=0, n=>2, av=1, ai=3;
b)2an:—11 an1+5a:=0,n=0,a0=2, a:1=-8;
c3anii=2an+an-1=0, n=1, a0=7, ar=3;

d) a2+ an=0,n>0, ar=0, ar=3;

e a2t4an=0,n=>0,av=a:1=1;
Pan—6ani+9ar:=0,n=>2,a0=5 a1=12;
gant2ani+2an2=0,n>2,a0=1, a1=3;

SOLUCION:
a) an-Sani-6anzy,n>2,av=1,a1=3
Busco una p.g. a, = c.r'" que verifique la relacion de recurrencia, es decir:

-1 2 , 2
cr' —5.cr' - 6.cr'” = 0; sacando factor comun a cr'~ obtenemos
c.r(1*-51-6) = 0.
., , . P .
La ecuacion caracteristica es r°-5r-6 = 0, cuyas soluciones son 6 y -1

Entonces a,=c.6" 'y a,= c.(-1)" son soluciones buscadas, como son linealmente
independientes, la solucion general es a, = ¢1.6" + ¢o. (-1)". Para hallar ¢, y ¢, hacemos
uso de que ao=1, a1=3.

Si ap=1, tenemos que 1 =c; + ¢,

Si a;=3, tenemos que 3 = 6¢; - 2¢
Resolviendo el sistema, ¢;=4/7 y ¢, = 3/7.
La solucion general es

a, = (4/7)6"+(3/7)(-1)" con n>0

b) 2an2—11ani+5ar=0,n>0,a0=2,a1=-8

Busco una p.g. a, = c.r" que verifique la relacion de recurrencia, es
decir:
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2¢.™2 — 11.e™! + 5.¢r" = 0; sacando factor comun a cr™ obtenemos
c.r’(2r*-11r+5) = 0.
La ecuacion caracteristica es 2r°-11r+5 = 0, cuyas soluciones son 5 y (1/2)

Entonces a,=c.5" 'y a, = c.(1/2)" son soluciones buscadas, como son linealmente
independientes, la solucion general es a, = ¢1.5" + ¢,. (1/2)". Para hallar ¢; y ¢,, hacemos
uso de que ao= 2, a1 = -8.

Como ay=2, tenemos que 2 =c¢; + ¢,

Si a;=-8, tenemos que -8 = 5¢; +(1/2)c,
Resolviendo el sistema, ¢;=-2 y ¢, = 4.
La solucion general es

a, = -2.5"+4(1/2)" con n>0
¢) 3ani=2an+an-1=0,n=>1,a0=7,a:1=3
3 ant1- 2 an- an1=0 . Sucesion recurrente lineal homogénea de orden 2.

Procediendo de forma analoga a los casos anteriores, la ecuacion caracteristica es
3r° - 2r-1=0
cuyas soluciones son 1 y -1/3
Entonces a,=c. y a,=c.(-1/3)" son soluciones buscadas, como son linealmente
independientes, la solucién general es a, = ¢; + ¢;. (-1/3)". Para hallar ¢, y ¢, hacemos
uso de que ao="7, ai= 3.
Como ap=7, tenemos que 7 =¢; + ¢;
Si a;=3, tenemos que 3 = c; +(-1/3)c,
Resolviendo el sistema, ¢c;=4 y c; = 3.
La solucion general es

a, = 4+3(-1/3)" conn>0
d) anz2+an=0,n>0,a0=0,a:=3

an2+ an= 0. Es lineal y homogénea de grado 2 ya que podemos considerarla asi:
an2+ ant 0.an-1= 0. Entonces la ecuacion caracteristica es r*+1=0, cuyas
soluciones son i, -1.

. Y/ 7l . .
1=cos—+isen— ; —1=CcoS— tisen—
2 2 2

La solucion general serd a, =c,.i" +c,.(—i)" . Por el Teorema de Moivre
%)
Teniendo en cuenta que cos(-a)=cos(a) y que sen (-a)=-sen(a), tenemos

n7m . nri n7m nri
a, =c,(cos— +i.sen—) +c,(cos— —i.sen—)
2 2 2 2

+ i.sen

n

niri . nui
a, = c,(cos - + i.sen T) + ¢, (cos

n

Si llamamos k; =c¢;+ ¢, y ko =(c; —c).1

nii nii
a, =k,.cos—+k,.sen—

Como ap=0, tenemos que 0 = k;
Como a;=3, tenemos que 3 =k,
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La solucion general es
a, = 3sen(nm/2) con n>0

e) an2t+4an=0,n>0,ar=a:1=1

(e 7o 2 . . .
an2+ 4 an= 0. Ecuacion caracteristica es r° + 4 = 0, con soluciones complejas + 2i

7 7 -7 =71
2i =2(cos— +isen—) =2i =2(cos— +isen—)
2 2 2 2
La solucion general sera a, =c,.(2i)" +c¢,.(=2i)". Por el Teorema de Moivre
7
)]

Teniendo en cuenta que cos(-a)=cos(a) y que sen (-a)=-sen(a), tenemos

nri nri nri nri
a =2"[c,(cos— +isen—)+c,(cos— —i.sen—
. [e,( 5 5 )+, ( 5 5 )]

n .
+1.sen

ni . nii
a, =2"[c,(cos— +i.sen—) +c,(cos
2 2

Si llamamos k; =c¢; + ¢, y ko =(c; — ¢p).1
nri nri
a =2"(k,.cos— +k,.sen—
n ( 1 2 2 2 )

Como ap=1, tenemos que 1 =k;
Como a;=1, tenemos que 1 =2.ky; ky=1/2

La solucion general es

a, = 2" (cos(nm/2)+(1/2)sen(n7n/2)) con n>0
) an—6ani+9an2=0,n>2,a0=35,ar=12
La ecuacion caracteristica es r* — 6r + 9 = 0, cuyas solucion es 3 (solucion doble)
En este caso se toma como solucidn general a, = ¢1(3)" + ¢co.n (3)"
S5=c¢ y 12=53+3c,,dedondec,=-1

La solucién general es
a, = (5 -n)3" con n>0

g) ant2anit2an2=0,n=>2,a0=1,a:=3
Ecuacidn caracteristica r* + 2r + 2 = 0; soluciones complejas -1-i, -1+

-1+i= \/E(cos?)Tn+isen3Tn) ; —1-i= \/E(cos _in +isen _in)

La solucién general serd a, =c,.(-1+i)" +¢,.(-1—i)". Por el Teorema de Moivre

)]

n3n . n3n -n3n -n3n
3 + i.sen ) + ¢, (cos + i.sen

Teniendo en cuenta que cos(-a)=cos(a) y que sen (-a)=-sen(a), tenemos

a, = (~N2)"[c,(cos
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a, = (\/E)" (¢, (cosn?T]2 +i.sen n?Tn) +c, (cosn?Tl2 —i.sen n?Tn)]

Si llamamos k; =c¢; + ¢, y ko =(c; —¢p).1
a, = (\/E)"[kl.COSn?Tn +k, .senn?Tn]
Como ap=1, tenemos que 1 =k;

Como a;=3, tenemos que 3 = (\/5 ) (

SEIVRES

) k, =4

La solucion general es

a, = (x/E)" (cosn?Tl2 + 4.senn?Tn) con n>0

6.) Siav=0,ai1=1, az=4y as= 37 satisfacen la relacion de recurrencia @n+:+ b @n+1+
can=10,donden=>0yb, c son constantes, encuentra Qn.

SOLUCION:

Segun la recurrencia tenemos que a; +b. a; + c.ag =0; es decir4 +b=0; b=-4
Segun la recurrencia tenemos que as + b. a; + c.a; = 0; es decir 37 —-4.4 +c=0; c =-21

La ecuacion caracteristica de la recurrencia es r* — 4r — 21 = 0, cuyas soluciones son
7 y -3. Por lo que la solucion general es

a, =c,(7)" +c,(-3)"
Comoap=0; 0=cjtc;
Como a; =1; 1= ¢,7-3c,, de donde resulta que ¢, =-1/10 yc; =1/10

La solucion general es: a, = %(7” -(-3)")

7.) Encuentra y resuelve una relacion de recurrencia para el numero de formas de
estacionar motos y coches en una fila de n espacios si cada moto ocupa un espacio y
cada coche ocupa dos. Las motos se consideran idénticas, los coches también y se
quiere utilizar todos los espacios.

SOLUCION:
Sea a, el nimero de estacionar motos y coches en n espacios en las condiciones dadas.

Sea a' el nimero de los anteriores cuyo ltimo espacio esté ocupado por una moto.
Sea a, el nimero de los anteriores cuyo ultimo espacio esté ocupado por un coche. Es
obvio que en el espacio anterior lo ocupa el mismo coche, puesto que un coche ocupa
dos espacios por tanto a,= a,_,, ya que da igual que dos espacios atras lo ocupe un
coche o una moto y por tanto tengo todas las posibilidades que son a,_,

Por otra parte si supongo que el ultimo espacio de los n es una moto, el anterior puede
ser una moto o un coche, por lo que tengo todas las posibilidades en n-1 espacios, es

decir a,.j, esto quiere decir que  a, =a,_,
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omo a, =a, +a, ,tenemos que a, =a,_, +a,_, paran>2. a;=1 (En un espacio solo
C n_;+:1nt n_n2+n1 >2 lE 1
puede estacionar una moto: 1 caso), a,=2 (En dos espacios pueden estacionar dos motos
o un coche: 2 casos). Es una sucesion de Fibonacci.
Vamos a resolverla:
Sabemos que la sucesion de Fibonacci para n>0 es

n
1 {1 +45 j {1 -5

n
—j _como en este caso partimos de a;=1, ya que ay no nos

J5

vale, la sucesion es:

2 2

l 1+\/§ n+l 1_\/; n+l
a, = — - :Fn+l
5|l 2 2

8.)Para n > 0, sea an el numero de formas en que una sucesion de unos y doses suma
n. Por ejemplo, as= 3, pues (1) 1, 1, 1; (2) 1, 2; (3) 2, I suman 3. Encuentra y resuelve
una relacion de recurrencia para an.

SOLUCION:

Sea a, el nimero de formas en que una sucesion de unos y doses suma n.
Sea a, el niimero de los anteriores cuya Giltima cifra sea un 1. Resulta evidente que

1 _

a,=an-|

Sea a_ el niumero de los anteriores cuya ultima cifra sea un 2. Resulta evidente que
2 _

a, =ap).

Por tanto an = an.] T app paran>2 con a;=1y ay;=0. Cuya solucion general es

_ 1 {(1+45)7 (145
5T 2 2

n+l
J =r,, conn>1

9.) Encuentra y resuelve una relacion de recurrencia para el numero de formas de
apilar n fichas de poker de color rojo, blanco, verde y azul, de modo que no haya
fichas azules consecutivas.

SOLUCION:

ap =1 (la disposicidn vacia sin fichas)

a;=4 (Para una ficha hay 4 casos: la verde, la roja, la blanca o la azul)

a= RV, —1=15 (el que resta es el caso (Azul, azul))

Sea en general a, = el n® de formas en apilar las n fichas sin que haya dos azules
consecutivas.

Llamemos a.,a’,a’,a’ al nimero de casos de los anteriores cuya ultima ficha es
roja, verde, blanca y azul respectivamente.

Se verifica que: a, =a +a’ +a’ +a’
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Ahorabien; @) =a =a’ =a,_, pues se trata de afiadir una ficha de color rojo o verde o
blanco al nimero de formas de apilar n-1 fichas. (*)
El problema surge con a, pues se trata de afiadir una ficha azul al numero de formas de

apilar n-1 fichas cuya ultima ficha no sea azul. Esto es que su ultima ficha sea roja,

verde o blanca.

a — _r v b roo—- v - _b _
Por tanto a;, =a,_, +a,_, +a,_, perorazonando como antes a,_, =a,_ =a, =a,_,

Por tanto a, =3a,_,

La recurrencia buscada es entonces: a, =3a,_, +3a,., conn>2 ya;=4ya,=15

., , L. 2 .
Vamos a resolverla: La ecuacion caracteristica es r™-3r-3 = 0, cuyas soluciones son

reales y distintas:
3+4/21 3 -4/21
2 72

La solucion general de nuestra sucesion es a, = cl( 5 5

3+x/ﬁj" ‘e {3—@}1

Comoay=-1 1=citcy

Como a; =4 4=c (M] —c1[3_—mJ

2 2

#2T . —seddl
2

) ) . 5
resolviendo el sistema de ecuaciones resulta que c;= T y Co

por lo que la solucion buscada es

ERy (¥ NSy ey N

2 2 2

10.) Un alfabeto S consta de los cuatro caracteres numéricos 1, 2, 3, 4 y los siete
caracteres alfabéticos a, b, c, d, e, f, g. Encuentra y resuelve una relacion de
recurrencia para el numero de palabras de longitud n en S, tales que no aparezcan
caracteres alfabéticos consecutivos.

SOLUCION:

Si los a, buscados acaban en nimero, la cantidad de ellos es a,_; ya que el anterior puede
ser letra 0 nimero y por tanto son todos los casos de n-1 caracteres. Como tenemos 4
nimeros, la cantidad total de los que acaban en nimero es 4.a,.;.
Si los a, buscados acaban en letra, los anteriores necesariamente han de acabar en
numero. Asi pues, los a, que acaban en una letra de las dadas son todos los casos cuyo
caracter anterior es numero, que razonando como en el primer parrafo son 4.a,.,, pero
como tenemos 7 letras, el total de los acabados en letra es 28 a,..
La relacion de recurrencia buscada es

a,= 4.a,.1+28. apo
Su ecuacion caracteristica es r* — 4r — 28 = 0, cuyas soluciones son los numeros reales

2+442, 2-42. Por tanto la solucién general es

a, =c, (2 +4\/§)” +c, (2 —4\/5)”
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Considerando ap =1 (caracter vacio) y a;=11

1=01 +C
1=c2+442) +c,2-442)

. . . 8+9v2 8-9V2
resolviendo el sistema se obtiene ¢;= T y Co= T

La solucion general es:

a, = [8 +196\5J(2 +4\5)" +[8 _9\5](2 —4\/5)"

16

11.) Resuelve las relaciones de recurrencia realizando una transformacion
apropiada:

@ (a,.,) -5la,. ) +4(a,f =0, n=0, a,=4, 4 =13
b) Ja, —\Ja,, -2\Ja,, =0;n22, a,=a, =1
¢)na,+na, , —a,, =2"; nzla,=10

d) (a,)’ -2a,, =0, n=1a,=38

2

SOLUCION:
a) Hacemos (an )2 =b, . Larecurrencia es equivalente a:

b,.,—5b,., +4b, =0; n=20,b,=16,b =169, que es lineal homogénea
de orden 2.

Su ecuacion caracteristica es r* — 5r + 4 = 0 que tiene por soluciones 4 y 1.
La solucion general es

b, =c¢,(4)" +c,. De las condiciones iniciales se obtiene el sistema
l6=c;+c, y 169 =4c; +c,, obteniéndose que c;=51yc,= -35

b, =51.(4)" =35 portanto a, =/51.(4)" —35

b) Hacemos /a, = b, , obteniéndose la siguiente relacion de recurrencia lineal y
homogenea de orden 2:

b, -b,_,-2b_,=0, n=22,b,=b =1
La ecuacion caracteristica es 1’ — r — 2 = 0, cuyas soluciones son 2 y -1
La solucion general para b, es:
. =¢,(2)" +¢,(-1)". De las condiciones iniciales se sigue el sistema siguiente:

1l =c+c; y 1=2c; — ¢y, resolviendola se obtiene ¢; =2/3 y ¢, = 1/3
por lo que
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b, = %(2)” +%(—1)" = %[2”+1 + (—1)”]. La soluciodn final en a, es

n

a,=0,) =5+ ]

c) Simplificamos a na, +(n—1a,_, =2"; n=1a,=10

Hacemos el siguiente cambio b, = n.a, y obtenemos la ecuaciéon no homogénea
—_— n — —
b,+b,_,=2";n21 b,=0.10=0
Para resolver esta recurrencia se considera la homogénea asociada que es
b,+b,, =0;n=1 con solucion c(-1)" y buscamos otra solucion del tipo A(2)" en la

general, de tal modo que 4.2" + 4.2"" =2" . Dividiendo por 2", resulta:
2A + A =2, de donde A=2/3.

La solucion general es b, = %2” +c(-1)", puesto que by=0, tenemos que
0=c+(2/3), de donde c=-2/3.

quedando entonces: b, = %[2” - (—1)”] como a, = by/n

resulta que a, = 33[2" - (—1)”] paran>1y con ay=10
n

d) (a,)’-2a,,=0;, n=1l,a,=8
Hago el cambio siguiente b, =logy(a,) Asi by=3

(an )3 =2a,_,, tomando log, nos queda 3log,(a,) =log,2+log,(a,_,), quedando
entonces 3b, —b,_, =1 con by=3

; la solucion general para el caso homogéneo es c¢(1/3)"
y busco otra solucion del tipo A(1)". que al sustituir en la recurrencia da 3A-A = 1, por
lo que A=1/2.

La solucion general es b, = c(gj + %, como3=c+%,c=5/2

b, = %l:(%] + 5}, deshaciendo el cambio inicial a, = 2"

6

., . _ A2
por tanto la solucion pedida es @, =2

NV du-1
(a,- )? ’

Como a9 y a; son potencias de 2. Tomo b, = logy(a,), de este modo by=0 y b;=1

e)a, = n=20;a,=1,a, =2
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Tomando log; en la recurrencia tenemos que:

log,(a,) = %logz(an_l) —2log,(a,_,), que al hacer el cambio nos queda la siguiente

recurrencia lineal y homogenea de orden2 b, — %bn_l +2b,., =0 con by=0y b;=1

., , . 2 , ’
cuya ecuacion caracteristica es r° — (1/2)r +2 =0, que para resolver mas comodamente
transformo en 2r*-r+4=0 cuyas soluciones son

1+iv/31 1-i/31

2 , , que vamos a pasar a la expresion polar para trabajar de un modo

4
mas sencillo.

2 2
En ambos casos el modulo de ambas soluciones es \/ [lj + (@] = \/E

4

el argumento de la primera solucion es 8 = arctg (\/i )= 1,3931 radianes

el argumento de la segunda solucion es 8 = arctg(— V31 ) =-1,3931 radianes

Nota tedrica:
Recordemos que si un numero complejo es de la forma a + bi. En forma polar se

: , b
expresa mediante su médulo r = \Ja’ +b, y su argumento 6 = arctg(—j
a

Siendo su expresion trigonométrica r(cosf+isenf)

Asi pues nuestras soluciones las podemos escribir como:
\/E(cosé’ +isenf); \/5(0056? —isen@) ya que cos (-0) = cos 0 y sen (-0) = - sen 0

Por tanto la solucién general de nuestra sucesion by, seré:
b, =c [\/5 (cos@ +isen 9)]” +c, [\/5 (cos@—isen 6?)]n por la formula de Moivre tenemos:
L, =C (\/5 )n (cosnB+isennf) +c, (\/5 )n (cosn@—isenn) que podemos simplificar en

k, (x/E)n cosn@+k, (ﬁ)” (senn@) siendo kj=c; + ¢y y ks =i(ci-c2)

Teniendo en cuenta que by=0 y b;=1, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

0=k y 1=k (ﬁ)(sen@), de donde k; = ﬁ
sen

\/E ! senn@

La solucion parab, es b, =
sen@

Y la solucion para a, pedida es.

(V2] senno
— g
a, — 2 Sen siendo @ = arctg(\/ﬁ )= 1,3931 radianes
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12. Demuestra que dos numeros de Fibonacci consecutivos son primos relativos.

SOLUCION:

Lo hago por reduccion al absurdo suponiendo que entre los a, nimeros de Fibonacci
existen dos consecutivos que no son primos relativos, a partir de a3, (Puesto que la
sucesion es ap= 0,a;= 1, a,= 1, a;= 2... y por tanto a;= 1, a,= 1 no son primos relativos)
es decir que

(kUN/a, ya, _ noson primos entre si, con k>4.

Como ax > ar.i, (pUON,p>1/a, = pa,_

Como se verifica que a,-an; +an» , En particular para k, ayx-ax.; + axo,

pP-ak1 = a1 + ako;  ax1 (p-1) = ag.. Sabemos que p>1, por lo que pueden ocurrir dos
casos:

Si p =1, resulta que ai., = 0, y para k>3 no existe ningin numero de Fibonacci que sea
0.

Si p>1, entonces ay; es > ax.;, lo cual es falso para todo numero de Fibonacci ya que es
una sucesion estrictamente creciente. Falsedad que resulta de suponer que existen dos
consecutivos que no son primos.

13.) Resuelve las siguientes relaciones de recurrencia:
a)a,,—a,=2n+3 nz20 a,=1
b)a, —a, =3n"-n n=0 a,=3 (Propuesto en el examen de Febrero 2009)

ca, —a,=5 nz20 a,=1

d)a, +tna,_ =n nz2l a,=1

ea, —2a, =2" nz20 q,=1

SOLUCION:

a)a,,—a,=2n+3 n20 q,=1
aj=ap+3
a2=a1+5=(a0+3)+5=ao+(3+5)
a=at+T7=.. = ap+(3+5+7)

n—1
En general a, =q, + 2(21' +3) Elsegundo sumando es la suma de los n primeros
B+2(n-1)+3)n _ .
2

+2n

términos de una progresion aritmética cuya solucion es

Nota teorica:

Recordemos que en una progresion aritmética ay, ay, ...., a,.; la suma de esos n
primeros términos (pues empezamos en agp) de la misma es (ap+a,.;).n/2
(primer término + ultimo término). n° de términos/2

Por tanto la sucesion buscada es a, =n> +2n + 1 = (n+1)* con n>0

b)a,, —a, =3n"-n n=20 a,=3

a; =ag + 3.0%-0

a, =a; + 3.1%-1= (ap + 3.0%-0) + + 3.1%-1 = ag +3(0*+1%)-(0+1)
a;=a, +3.2%2= ... = ay +3(0*+1%42%)-(0+1+2)
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Esto es:

n n
_ .2 .
a, —a0+32 i° - E i
i=1 i=1

Para hallar ambos sumatorios utilizamos la funcién sumatoria vista en el temario.
Hay que hallar en primer lugar la funcion generatriz asociada a 17x+2*x*+3%x°+..
Procedemos como siempre a partir de la funcion f(x) = 1+x+x*+x"+... = 1/(1-x)
Derivamos y obtenemos 1+2x+3x*+4x>+... = 1/(1-x)*

Multiplico por x y tengo x+2x*+3x>+4x*+... = x/(1-x)*

vuelvo a derivar: 1+2%x+3%*+4%x>+... = (1+x)/(1-x)’

Multiplico por x para llegar a la funcion buscada, es decir 1°x+27x*+3°x>+...=
x(1+x)/(1-x)°.

Sabemos pues que z i* es el coeficiente de x" de la funcion x(1+x)/(1-x)*

i=1

que es:
-4 N -4 _ n+1 N n+2 :(n+1)n(n—1)+(n+2)(n+1)n:(n+1)n(2n+1)
n—2 n—1 n—2 n-—1 6 6 6

Hacemos lo mismo para el otro sumatorio:

Hay que hallar en primer lugar la funcién generatriz asociada a 1x-+2x*+3x"+..
Procedemos como siempre a partir de la funcion f(x) = 1+x+x*+x>+... = 1/(1-x)
Derivamos y obtenemos 1+2x+3x*+4x>+... = 1/(1-x)*

Multiplico por x y tengo x+2x*+3x’+4x*+... = x/(1-x)?

que ya es la funcion buscada.

Sabemos pues que Zi es el coeficiente de x" de la funcion x/(1-x)* que es:
i=1

-3 _ n+l _(n+1)n
n-1) \n-1) 2

+ + +
Por tanto la sucesion buscada esa, =3 +3. (n+Dn@n+1) (n*Dn

6 5 =3+n(n-1)°

Meétodo 2 (por funciones generatrices)
He de encontrar la funcion generatriz de la sucesion cuyo coeficiente de x" es el término
general a, buscado., es decir
f(x)=apt+a,x+ax’+... Si la multiplico por -x, obtengo
-xf(x) = -ao.x-alxz-a2x3 +...
Sumando ambas expresiones resulta:
(1-x)f(x) = 3 + (aj-ag)x + (az-a;)x*+... = 3 + (3.1 1)x*+(3.2-2)x*+(3.3%3)x*+ ... =
3H3(x 22 354X+ — (FH2x 3k ML) = 33k (1422 3% L) -
X(1+2x+3x%+...) =

N 3x*(1+x) _ x°

(1-x)"  (-x)

coeficiente de grado n es

I T s T I Y RN R
3+3 +3 - =343 +3 - =3 +n(n-1)
n—2 n-3 n—2 n—2 n-3 n—2
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¢c)a,,—2a,=5 nz20 a,=1
Método 1 (clasico)

La solucién de la homogénea es c¢(2)" y por otra parte busco una solucion del tipo A(1)"
verificando la recurrencia, es decir:

A-2A =5, por lo que A=-5. Entonces la solucion general es a,=-5+c(2)"

Como ag=1, tenemos 1=-5+c, de donde c=6. La solucién es -5+6.2"

Método 2 (por funciones generatrices)

He de encontrar la funcion generatriz de la sucesion cuyo coeficiente de x" es el término
general a, buscado., es decir

f(x)=apt+a;x+ax’+... Si la multiplico por -2x, obtengo

2xf(x) =-2 apx — 2 a1x2 +...

Sumando ambas igualdades resulta:

+
(1-2x)f(x) = ap+5x+5x+5x>+.... = 1+5(x+x7+...) = 1 + 5(% - j = jx ! , por tanto
- X -X
4x +1 , . . .
f(x) =— que resolvemos por el método de los coeficientes indeterminados
(1-2x)1-x)
+
etl A LB A(tB(1-2x) = 4xt]
A-2x)(1-x) 1-2x 1-x
Para x=1, tenemos —B = 5; B=-5;
Para x=1/2, tenemos (1/2)A =3; A =6
Finalmente f(x)= 6 5 , cuyo coeficiente de x" es 6.2"-5
1-2x 1-x

yaque f(x)=6(1+2x+2°x> +...+2"x" +..)=-51+x+x>+...+x" +..)

d)a,+na,, =n" n21 a,=1
Escribamosla asi: a, =nl-na,, n21 a, =1
0 si n impar

n! si n par
e)a,, —2a,=2" nz20 q,=1

La solucion de la homogénea es ¢(2)"; como la posible solucion de la no homogénea
seria A(2)" resultan ambas linealmente dependientes por lo que hay que buscar otra
solucidn del tipo An.2", que sustituida en la relacion de recurrencia produce la siguiente
igualdad:

A+1).2™" —2.An.2"=2"; dividiendo por 2" tengo A(n+1).2 —2An = 1

es decir 2A = 1; de donde A=1/2.

La solucion general sera: a, = ¢(2)"+(1/2)n.2"; como ap=1 resulta que c=1

La solucion final es:

a =2"(1+§) = 2" (n+2)
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14.) El primero de Noviembre se depositaron 1000 € en una cuenta que paga intereses
mensualmente a razon de un 6% anual. Al principio de cada mes, se realizard un
ingreso por valor de 200 €. Si se continua realizando esto durante los proximos cuatro
ainos, ;jcudnto dinero habra en la cuenta tras esos cuatro afos?

SOLUCION:

Sea a, el dinero que habra en la cuenta a primeros del mes enésimo.
0,06

Es obvio que a, =a,_ + a,., +200 . Tenemos la relacion de recurrencia siguiente:

a, —1,005a,_, =200 paran>1 y ay=1000

Resolvemos dicha relacion de recurrencia:

Una solucién para la homogénea es c(1,005)" y buscamos una solucion de la
recurrencia del tipo A(1)", de modo que:

A-1,005A =200, de donde A =- 40000

Entonces la solucion general de nuestra relacion de recurrencia es:

a, =c(1,005)" —40000 . Teniendo en cuenta que ap=1000, tenemos que

1000 = ¢ — 40000, de donde ¢ = 41000

La solucion final es:

a, =41000(1,005)" —40000 .

Por tanto al cabo de 4 afios (es decir 48 meses) tendremos ass — 200 ya que en ese mes

no contamos los 200 depositados, pues el deposito finaliza.
asg— 200 = 41000. (1,005)** — 40000 — 200 = 11.890,05 €

15.) Resuelve la relacion de recurrencia
a,.,—6a, +9a, =312")+73") n=20,a,=1,a, =4

SOLUCION:

En primer lugar buscamos la solucion particular para la correspondiente homogénea, es
decir para a,,, —6a,,, +9a, =0 cuya ecuacion caracteristica es

1>-6r+9=0 que tiene por raiz doble 3. Por tanto la solucion es

c1(3")+cp.n(3Y).

Buscamos a continuacion una solucién para a,,, —6a,,, +9a, =3(2")

Lo intentamos con la forma A(2"), de modo que
AR™)-6A2™1)+9(2M)=3(2"); dividiendo por 2", resulta que 4A — 12 A + 9 A =3; de
donde A =3.

1. .y —_ n
Buscamos por tltimo una solucién para a,,, —6a,,, +9a, =7(3")

Como ¢;(3")+c,.n(3") era ya solucion particular para la homogénea, tenemos que
intentarlo con Bn*(3"), de modo que
B(n+2)%(3"%)-6B(n+1)2(3""+9Bn?*(3")=7(3"); dividiendo por 3", resulta:
9B(n+2)*-18B(n+1)*+9Bn’=7; obteniendo que B=7/18

Por tanto la solucion general es de la forma:

7
a, =c.3"+c,.n3" +§n2.3” +3.2"; como ap =1, y a;=4, tenemos:
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1= c;+3; de donde ¢;=-2
4= -2.3+¢,.3 +(7/18).3+3.2; ¢,=17/18

a,=-23" PV VRN VI % :l(7n2 +17n-36).3"7 +3.2"
18 18 2

16.) Resuelve las siguientes relaciones de recurrencia utilizando funciones
generatrices:

a)a, —a,=3" ,n>0 yap=1.
b) a,, —a,=n" ,n>0 yae=I.
¢)a,-3a,, =5",n>1 ya=1
d)a,,3a,, +2a, =0,n>0 yap=1, a;=6

e)a,,—2a,, ta, =2",1>0 yap=1,a;=2

SOLUCION:
a) Sea f(x) la funcién generatriz de la sucesion buscada a,, es decir:
f(x)=ap tax+ a2x2 + agx3 + ..
entonces - x.f(x)=  -apx - alx2 - a2x3 - a3x4 + ...
Sumando ambas expresiones, resulta:
(1-x) fx)=1+3%+3'x*+32 x> + ...

Multiplico por 3 y obtengo 3(1-x)f(x) = 3 + 3'x+ 3%* + 3° X’ + ... = " 13 +2
—-3x
(Recordemos que 1/(1-3x) =1+ 3'x+3%*+3° x> +....)
1
—+2
Por tanto f(x) = =3y 1=2x  _ 4, de donde
31-x) (I-x)(1-3x) 1-x 1-3x

A(1-3x) + B (1-x) = 1-2x
Parax=1, -1=-2A; A=1/2

. : n /72 1/2
Para x=1/3 B=1/2. Asi pues tenemos que el coeficiente de grado x" de " + 3

-x 1-3x

es (1/2)+(1/2).3"

La solucion pedida es entonces: a, = %(l +3")

b) Sea f(x) la funcidn generatriz de la sucesion buscada a,, es decir:
f(x)=aptax+ a2x2 + agx3 + ..
entonces - x.f(x)=  -apx - alx2 - a2x3 - a3x4 + ...
Sumando ambas expresiones, resulta:
(1x)fx)=1+0"x+ 1*x*+27 x> + 3% x* + ...

Para obtener la funcion generatriz del miembro de la derecha hago lo siguiente:
Sea h(x) = 1+x+x’+... = 1/(1-x)

h’(x) = 142x+3x> + 4x°+ ... = 1/(1-x)*
x.h'(x) = xH2x43x° + 4x*+ ... = x/(1-x)*
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(x.h’(x))’= 1+2%x+3%x* 4% +.... = (1+x)/(1x)’
X2 (x.0’(x))= X253 +3x 470+ = ¥ (1+x)/(1-x)°

La funcidn generatriz de 1 + 0> x + 17 x> + 22 x> + 37 x* + ... =x*(1+x)/(1-x)’ +1
Por tanto
x*(1+x) N
3 2
- -3x+
f(x)= (=) - 4% ~3x+l cuyo coeficiente de grado n es:

I-x (1-x)*

.4( —4 j_{—4J+(—4J=4[n+1j_3(n+2j+(n+3j= (n+1)(2n> =5n+6)
n—2 n—1 n n—2 n—1 n 6
4 = (n+1)(2n* —5n+6)
" 6

para n>0

¢)a,-3a,, =5",n>1 yap=1

Sea f(x) la funcidén generatriz de la sucesion buscada a,, es decir:
f(x)=ap tax+ a2x2 + agx3 + ..

entonces - 3x.f(x)=  -3apx - 3a1x2 - 3a2x3 - 3a3x4 + ...

Sumando ambas expresiones, resulta:

(1-3x) f(x) = 145" x + 5! x* + 52 x> + 52 x* + ...
Multiplicando por 5, resulta 5(1-3x)f(x) = 5 + Stx+52 P+ x50+ cuya
funcion generatriz asociada es (1/(1-5x)) +4
Por tanto tenemos que

1
f(x):1_5x _ 1-4x _ 4 + B
51-3x) (1-5x)(1-3x) 1-5x 1-3x
1-4x = A(1-3x) +B(1-5%)
Para x=1/3, tenemos -1/3 = B.(-2/3); B=1/2
Para x=1/5, tenemos 1/5 = A(2/5); A=1/2

+4

La funcion generatriz es f(x) = l( ! + ! j cuyo coeficiente de x" es
2\1-5x 1-3x

%(5" + 3”) para n>1

d)a,,3a,, +2a, =0,n>0 yap=1, a;=6

Sea f(x) la funcion generatriz de la sucesion buscada a,, es decir:
f(x)=ap +tax+ azxz + a3x3 + ...

entonces - 3x. f(x)=  -3apx - 3a1x2 - 3a2x3 - 3a3x4 + ..

... 2x%f(x)= 2agx>+2ax +...

Sumando las tres expresiones, resulta:
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(1-3x+2x7)f(x) = ap +(a;-3 ag)x = 143x

f(x) = (1+3x)/(1-3x+2x%). De donde:
1+3x _ 1+ _ 4 B
1-3x+2x*> (x-DQ2x-1) x-1 2x-1

; 1+3x = A(2x-1)+B(x-1)

Para x=1; 4=A; Parax=1/2; 5/2=(-1/2)B; B=-5

- 4
f(x)—l_x+1_

cuyo coeficiente de grado x" es:

a, =—4+5.2"
e)a,,—2a,, ta, =2",1>0 yap=1,a;=2
Sea f(x) la funcidén generatriz de la sucesion buscada a,, es decir:
f(x)=ap tax+ a2x2 + agx3 + ..
entonces - 2x.f(x)=  -2apx - 2a1x2 - 2a2x3 - 233X4 + ...
V... xz.f(x)= ap X2+ a1x3 + ...
Sumando las tres expresiones, resulta:

2XHXO(X)=apgH(a1-2 ap)x 2 X +2 X +2°x +...=1+H2Xx"+2x +2°x +..
1-2 2 ) 7032 4 9l 3 4 204 142%2 + 2153 + 22 1

Sabemos que 1/(1-2x) = 1+ 2'x + 2°x* + 2°x> + 2% +... de modo que si lo multiplico
por x%, obtengo x*/(1-2x) = x>+ 2'x> + 2%* + 2°x° + 2%x° +...
que difiere de la expresion (1) en 1.

Por tanto tenemos que
(1-2x+x7)f(x) = (x*/(1-2x))+1, de donde

2
X

fy=dm2 o -2+l (x-D
1-2x+x> (1-2x)(x-1)° (d-2x)(x-1)* 1-2x

+1

por tanto el coeficiente de x" es a,=2" conn>0

17.) Resuelve los siguientes sistemas de relaciones de recurrencia:
a,, =—2a,—4b,
a)

con n>0, ay=1; by=0
b, =4a, +6b,

=2a —b +2
b) {anﬂ @ = O con n>0, ay=0; by=1

b,,=-a,+2b -1

n

SOLUCION:

a) Sea f(x) la funcidn generatriz de la sucesion ay, es decir z a,x"
n=0

00
Sea g(x) la funcion generatriz de la sucesion by, es decir anx”
n=0
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.. . +1 .

Multipliquemos ambas recurrencias por X", obteniendo:
n+l _ _ n+l __ n+l

a,,x"" =-2a,x 4b x

n+l _ n+l n+l
b,.x"" =4a x"" +6b x

Tomando sumatorios desde 0 hasta co tenemos:

(o) (o) (o)

n+l _— _ n _ n
Zamx = 2xz a,x 4xz b,x
n(O) n=0 n=0

Zm:bnﬂx”+1 = 4xi a,x" +6xi b x"
n(O) n=0 n=0

que expresadas en términos de f(x) y g(x) seria:
S (x) =1==2xf (x) - 4xg(x)
g(x) = 4xf (x) + 6xg(x)
funciones f(x) y g(x), obtenemos:
_ —12x? —4x+1 _ 4x
SO = a2 f9 T 00y

resolviendo este sistema cuyas incognitas serian las

Resulta obvio que el coeficiente de x" de g(x) es 4.(coeficiente de X" en (1-2x)7?)
es decir:

=2 n + +1 n+l
4 . 2" = . 2" =n2"" . Por tanto ya tenemos que by,=n.2
n- n-

Para resolver a, calculamos el coeficiente de x" en f(x). para lo que hay que recurrir al
método de los coeficientes indeterminados:

2
- —4x + A B
12x" —4x 12 = + + ¢ - Resolviendo esta igualdad resulta
(1+2x)(1-2x) I+2x 1-2x (1-2x)

A=0, B=3 y C=-2

Asi pues el coeficiente de x" en la expresion es:

-2
3.2" —2{ jz" =3.2" =2(n+1)2"= 2"(1-2n)
n

b) Sea f(x) la funcion generatriz de la sucesion a,, es decir z a,x"
n=0

00
Sea g(x) la funcion generatriz de la sucesion by, es decir anx”
n=0
. . . + .
Multipliquemos ambas recurrencias por x"', obteniendo:

n+l

n+l n+l _ n+l
a,,.x"" =2a,x b, x"" +2x

n+l _ _ n+l n+l _ _n+l
b,x"" =-ax"" +2b x X

Tomando sumatorios desde 0 hasta oo tenemos:
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o) 00 o) o)

n+l no_ n n
E a,,x" =2x E ax" —x E b x" +2x E X
n(O) n=0 n=0 n=0

00 00 0 00

1
> bx"™ = =x> a,x" +2x) bx"—x) x"
n(O) n=0 n=0 n=0

que expresadas en términos de f(x) y g(x) seria:

£ =29/ () = xg () -2
X multiplicando por 2 la segunda ecuacion y

g(x) = 1= =xf (x) + 2xg (x) - ﬁ

sumandosela a la primera, obtenemos 2g(x)—2+ f(x)=3xg(x) de donde

S (x)=g(x)Bx=2)+2
Sustituyendo en la segunda ecuacion tenemos

g(x) =1 = —x[g(x)(3x —2) +2] + 2xg(x) - IL - desarrollando:
- X

g(x)(l+x(3x—2)—2x)=1—2x—i; g(x)Bx* —4x+D(1-x)=1-x-2x(1-x)—x
X

2x? —4x+1
(1-x)*(1-3x)
Utilizando el método de los coeficiente indeterminados:

2
=X B A B O AU B30 =
AI-x)"0-3x) 1-x (A-x)" (1-3x)
2x%-4x+1
Six=1; 2B=-1;B=102
Si x=1/3; (4/9)C = -1/9 ; C=-1/4
Si x=0; A+B+C = 1; A=3/4

g(x)(1-x)*(1-3x)=2x" —4x+1; g(x) =

2x> —4x+1 _ 3/4 L2 1/4

- = — - , cuyo coeficiente de X" es
1-x)"1-3x) (I-x) (d-x) (1-3x)

-2
b=+ 7=ty Ly 45-30)
4 2\n) a7 4

Puesto que f(x) = g(x)(3x—2)+2 como ya vimos, sustituimos el valor funcional de
g(x) obteniendo:
2x* —4x+1 x—2x°
J(xX)= ————0CBx-2)+2= p
(1-x)"(1-3x) (1-x)"(1-3x)
x=2x° A B C
= + +
(1-x)’(1-3x) 1-x (1-x)> (1-3x)
Six=1; -2B=-1;B=1/2
Si x=1/3; (4/9)C=1/9 ; C=1/4
Six=0; A+tB+C =0; A=-3/4

: A(1-3x)(1-x)+B(1-3x)+C(1-x)* = x-2x°
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x=2x° -3/4 1/2 1/4
= + +

. = . cuyo coeficiente de x" es
1-x)"1-3x) (d-x) (d-x)° (1-3x)

a, = _§+l( 2} +l3” = l(211 -1 +3n)
4 2\ n 4 4

18) Una particula se mueve en direccion horizontal. La distancia que recorre en cada

segundo es igual a dos veces la distancia que recorre en el segundo anterior. Si a,

denota la posicion de la particula en el segundo n-ésimo, encontrar una relacion de

recurrencia para a, (Propuesto en el examen de Febrero 2009)

SOLUCION:

Si a, denota la posicion en el segundo n-ésimo y a,.; es la posicion de la particula en el
segundo anterior, la distancia recorrida por la particula en el segundo n-ésimo es a,-a .
Dado que esa distancia es el doble que la recorrida en el segundo anterior (a,.; — an-), la
relacion de recurrencia pedida es:

An-an-1 = 2 (an-l - an-Z)

PROBLEMAS DE LA UNIVERSIDAD POLITECNICA DE MADRID

1) Resolver las siguientes relaciones de recurrencia homogéneas, con sus condiciones
iniciales:
a)a,=4a, ,—4a,, ,n=22,a,=6,a, =8
b)a,=7a,,-10a,, ,n=22,a, =2,a, =1

¢a,=2a,, —a,, ,nz22,a,=4,a =1

da,,=-4a,, +5, ,n=20,a,=2,a, =8

e)a,=6a, —1lla,,+6a,, ,n=23,a,=2,a =5,a, =15

fa, =5, —6a,,,n=22,a,=la =0

SOLUCION:

Meétodo tradicional:

Es una relacion de recurrencia homogénea cuya ecuacion caracteristica es r’-4r+4=0 que
tiene una raiz doble: 2.

Por tanto su solucion general es ¢(2)™+c’n(2)"

Segun las condiciones inciales: 6 =c; 8=6.2+c’.2; c’=-2

La solucion es por tanto:

a,=2""3-n) n=0
Meétodo de funciones generatrices:
Sea f(x) = apta; X+32X2+33X3 + ... la funcién generatriz de la sucesion buscada.
-4xf(x) = -4xap-4 a; x*-4 a,x° -4 asx”’ - ...
4x2f(x) =+4 a, x*+4 a x>+4 32X4 +4 a3X5
Sumando las tres expresiones:
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(1-4x+4x>)f(x) = agta; x-4xap; de donde f(x) = L@cz cuyo coeficiente de x" es
1-4x+4x
la sucesion que estamos buscando:
6-16x 4 N B
l-4x+4x> (2x-1) (2x-1)?
A(2x-1)+B=6-16x ;six=1/2; B=-2
six=0;-A-2=6; A=-8
8

(1-2x) (1-2x)°

siendo el coeficiente de x"

-2
8.2" —2( jz" =2"7 =2 (n+1)=2""(3-n) paran>0
n

b)

Meétodo tradicional:

Es una relacion de recurrencia homogénea cuya ecuacién caracteristica es r’-7r+10=0
que tiene dos raices reales: 5y 2.

Por tanto su solucion general es ¢(2)"+¢’(5)"

Segun las condiciones iniciales: 2 =c+c’; 1=2c+5¢’; ¢’=-1yc=3

La solucion es por tanto:

a,=32"-5" n=z20
Meétodo de funciones generatrices:
Sea f(x) = apta; x+a2x2+a3x3+ ... la funcion generatriz de la sucesion buscada.
-Txf(x) = -7xao-7 a, x%-7 azx3 -7 a3x4 -
10x*f(x) = +10 ag x*+10 a; x*+10 ax* +10 a3x’
Sumando las tres expresiones:

(1-7x+10x)f(x) = ag+a; x-7xao; de donde f(x) =

2-13x

To7nr 100 cuyo coeficiente de x"
=7x+10x

es la sucesion que estamos buscando:
2-13x 4 N B

(1-2x)(1-5x) (1-2x) (1-5x)°
A(1-5x)+B(1-2x)=2-13x; si x=1/5; (3/5)B =-3/5; B=-1
six=1/2;(-3/2)A=-9/2; A=3

3 -1
+

(1-2x) (1-5x)

3.2" =5" paran>0

siendo el coeficiente de x"

c)

Método tradicional:

Es una relacion de recurrencia homogénea cuya ecuacion caracteristica es r’-2r+1=0 que
tiene una raiz doble: 1.

Por tanto su solucion general es ¢(1)"+¢’n(1)"

Segun las condiciones iniciales: 4=c; 1=c+c’; ¢’=-3

La solucion es por tanto:

a,=4-3n nz0

Meétodo de funciones generatrices:
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Sea f(x) = apta; x+a2x2+a3x3+ ... la funcion generatriz de la sucesion buscada.
-2xf(x) = -2xa¢-2 a, x22 azx3 -2 a3x4 -
xzf(x) =ay x>+ a X+ a2x4 + asx’
Sumando las tres expresiones:
(1-2x+x7)f(x) = ag+a; x-2xap; de donde f(x) = % cuyo coeficiente de x" es la
—-2x+x
sucesion que estamos buscando:
4-7x _ 4 N B

1-x)° (1-x) (1-x)°
A(1-x)*+B=4-7x; si x=1; B=-3;
six=0; A-3=4,A=7

7 -3
+
(I-x) (1-x)’

siendo el coeficiente de x"

-2
7 - 3( jz 7-3(n+1) =4-3n para n>0
n

d)

Meétodo tradicional:

Es una relacion de recurrencia homogénea cuya ecuacion caracteristica es r’+4r-5=0 que
tiene dos raices 1, -5

Por tanto su solucion general es ¢(1)™+¢’(-5)"

Segun las condiciones iniciales: 2=c+c’; 8=c-5¢’; c=3yc’=-1

La solucion es por tanto:

a, :3—(—5”) nz0
Meétodo de funciones generatrices:

Sea f(x) = apta; x+a2X2+a3x3+ ... la funcion generatriz de la sucesion buscada.
4x1(x) = 4xapt+4 a; x*+4 a2x3 +4 a3x4 - ..

-5X2f(X) = -5a, x5 a x>-5 azx4 -5 a3X5

Sumando las tres expresiones:

(1+4x-5x2)f(x) = ag+a; x+4xay; de donde f(x) = %cuyo coeficiente de x" es
X —5x
la sucesion que estamos buscando:
2+16x 4 + B

(1I=-x)1+5x) (d-x) 1+5x)
A(1+5x)+B(1-x)=2+16x; si x=-1/5; (6/5) B =-6/5; B=-1
six=1;6A=18,A=3

3 —_

(1-x) (I+5x)

3-(-5)" para n>0

siendo el coeficiente de x"

e)a,=6a,, —1la,,+6a,, ,n=23,a,=2,a, =5,a, =15

Meétodo tradicional:

Es una relacion de recurrencia homogénea de orden 3 cuya ecuacion caracteristica es -
2 . .

6r°+11r-6=0 que tiene tres raices 1, 2, 3
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Por tanto su solucion general es ¢(1)™+¢’(2)™+¢”’(3)"
Segun las condiciones iniciales: 2 =c+c’+¢’”; 5 =c+2c’+3¢’’; 15 =c+4c’+9¢” de
donde c=1,c’=-1yc’=2
La solucion es por tanto:
a,=1-2"+23" n=0

Meétodo de funciones generatrices:

Sea f(x) = apta; x+a2X2+a3x3+ ... la funcién generatriz de la sucesion buscada.
-6xf(X) = -6Xa9-6 2| X*-6 aX° -6 asx" - ...

11x*f(x) = 11ag x*+11 a; x*+11 ax* +11 azx’

-6x°f(x) = -639 X-6 a; X'-6 ax° -6 azx°

Sumando las cuatro expresiones:

(1-6x+1 1x2-6x3)f(x) = agta x-6xa0+a2x2-6 a1x2+11 aox2= 2-7x+7x2;

2-Tx+7x° : n .
de donde f(x) = cuyo coeficiente de x es la sucesion que
(1=-x)1-3x)(1-2x)

estamos buscando:
2-Tx+7x° 4 ., B _ C
A-x)A-3x)1-2x) (A-x) (1-3x) (1-2x)
A(1-3x)(1-2x)+B(1-x)(1-2x)+C(1-x)(1-3x) = 2-7x+7x*
Six=1/3; B(2/3)(1/3)=4/9; B=2
Six=1;2A =2; A=1
Six=1/2; C(1/2)(-1/2)=1/4; C=-1
1 2 -1
+ +
I-x) (1-3x) (1-2x)

tiene por coeficiente de x" 1+2.3"-2"

f)a,=5a,, —6a,,,n=22,a,=1,a, =0

Método tradicional:

Es una relacion de recurrencia homogénea cuya ecuacion caracteristica es r’-5r+6=0 que
tiene dos raices: 2y 3

Por tanto su solucion general es ¢(2)"+¢’(3)"

Segun las condiciones iniciales: 1=c+c’; 0=2c+3¢’; de donde ¢’=-2 y ¢=3

La solucion es por tanto:

a, =32"-23" n=z20

Meétodo de funciones generatrices:

Sea f(x) = apta; x+a2X2+a3x3+ ... la funcion generatriz de la sucesion buscada.
-5xf(x) = -5xa¢-5a, x>-5 a2x3 -5 a3x4 - ..

6x2f(x) = 6ag x>+ 6a; x>+ 6azx4 + 6agx5

Sumando las tres expresiones:

(1-5x+6x7)f(x) = ag+a; x-5xap; de donde f(x) = l_—sxzcuyo coeficiente de x" es
1-5x+6x
la sucesion que estamos buscando:
1-5x 4 N B
1-5x+6x> (1-3x) (1-2x)
A(1-2x)+B(1-3x)=1-5x; si x=1/2; (-1/2)B =-3/2; B =3; Si x=1/3; (1/3)A=(-2/3); A=-2
six=0; A-3=4,A=7
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-2 N
(1-3x) (1-2x)
—2.3" +3.2" para n>0

siendo el coeficiente de x"

2) Sea an el numero de palabras de longitud n formadas con los digitos {0,1}, que no
tienen dos ceros consecutivos. Encontrar una relacion de recurrencia para calcular
an y resolverla.

SOLUCION:

Descartamos ay pues no tiene sentido para nosotros.

Sea a;=2 (0y 1) a,=3(01, 10, 11)

Sea a, el numero de palabras pedidas en esas condiciones.
Llamemos a,; a las acabadas en 1 de las a,

Llamemos a a las acabadas en 0 de las a,

Es obvio que a, = ap; + ay

Si acaba en 1, la cifra anterior puede ser 1 o0 0, con lo que a,; =n-1

Si acaba en 0, la cifra anterior solo puede ser 1, con lo que an = ag-1y1 = n-2
Por tanto a, = a,.; + a,», para n>2

La resolvemos:

., , 2 ) 1+ \/g
Su ecuacidn caracteristica es r*-r-1=0, cuyas soluciones son

La solucion general es del tipo

+ n _ n
a, =c(1 Zﬁj +c'(%j . Bajo las condiciones iniciales a;=2 y a,=3, y

resolviendo el sistema que generan, tenemos que

5+3\/§J(1+\/§j" +(5—3\/§I1—\/§

La soluciénes: a, =
10 2 10 2

] para n>1

(soluciéon comprobada)

3) Hallar una relacion de recurrencia para el niimero de formas en que una persona
puede subir n escalones si puede subir uno o dos peldaiios en cada paso.

SOLUCION:

Analogo al anterior.

Consideramos a;=1, ya que tenemos un solo escalon y solo hay la posibilidad de subir
un peldafio. Por otra parte a, = 2, ya que lo podemos subir de uno en uno o de dos en
dos, es decir 11, 2.

Consideremos como antes, lo siguiente:

Sea a, el numero de formas pedidas en esas condiciones.

Llamemos ay a las a, cuyo ultimo escalén alcanzo tras subir un peldafio

Llamemos ay; a las a, cuyo ultimo escaldn alcanzo tras subir dos peldafos

Es obvio que a, = ap; + ap
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Si acabo con 1 solo peldafio, el escalon anterior lo puede haber alcanzado subiendo 1
peldafio o dos a,; =n-1

Si llego al ultimo escalon n subiendo dos peldafios, el escalon anterior (n-1) forma parte
de esos dos peldaiios, con lo que any = a1y = n-2

Por tanto a, = a,.; + a,», para n>2

La resolvemos como antes y el resultado cambia porque cambian las condiciones
iniciales ( a;=1, a,=2). Procediendo como en el problema anterior el resultado final es:

+ + n _ _ n
a, = (5 \EJ(I \/gj +[5 \/gj(l \/gj para n>1. También se puede expresar asi:

10 2 10 2

L1645 (1=45)"
an=— - =};‘nﬂ
Jsilo2 2

Por ejemplo a3 = a, + a; = 3. En efecto, los casos en que podemos subir 3 escalones son:
111,21, 12

Por ejemplo a4 = a3 + a, = 5. En efecto, los casos en que podemos subir 4 escalones son:
1111, 121,112,211, 22

Este ejercicio es equivalente a este:

Para n > 0, sea a»el nimero de formas en que una sucesion de unos y doses suma n. Por
ejemplo, as=3, pues (1) 1, 1, 1;(2) 1, 2; (3) 2, 1 suman 3. Encuentra y resuelve una
relacion de recurrencia para an. (hecho anteriormente)

4.) Sea C = {A, B, C} y sea Sn el conjunto de cadenas de longitud n formadas con las
letras de C que tienen un numero par de letras A consecutivas. Encontrar una
relacion de recurrencia para calcular Sn y resolverla.

SOLUCION:

S1=0; S=1 (AA)

Sea S, el conjunto pedido.

Sea Sya el conjunto de las anteriores que acaben en A
Sea S;s el conjunto de las anteriores que acaben en B
Sea S,c el conjunto de las anteriores que acaben en C

Sn = SnA+ SnB + SnC

Si la cadena acaba en B o en C, la cadena de n-1 letras puede acabar en A, Bo C
indistintamente, con lo que S,z = Syc = n-1

Ahora bien, si la cadena de n letras acaba en A, resulta que la letra anterior tiene que ser
A, puesto que si no fuese asi tendriamos una A aislada (nimero impar) Por tanto si
acaba en A, resulta que la letra anterior tiene que ser también A, pero la antepenultima
ya puede ser cualquier letra A, B o C. Con lo que Sya= Sy
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La relacion de recurrencia es

Sn = 2Sn-1 + Sn-2

La resolvemos y su ecuacion caracteristica es r*-2r-1=0 cuyas soluciones son 2 + ND)
Por tanto la solucion general es:

a,=c(2+ \/E)” +c'(2- \/E)” . Como S;=0; S,=1, resolviendo el sistema se obtiene

V2 -1 V2 +1

ue ¢ = c'=
1 4 4

La soluciodn es:

a, = (@j@ + \/E)” + (\/E il lj(z - \/E)” , para n>0

4 4

Solucion comprobada para n=1,2,3
Para a; = 4. En efecto son los casos ( AAB, BAA, AAC, CAA)

5) Resolver las siguientes relaciones de recurrencia

a)a,=a,, +2n-1 ,a, =1

b)a,—a,, =3n",a, =8

c)a,3a,, =7"5a,=2

d) a,-3a,,=3"5a,=2

e)a,=3a,, —4a,, +n’; ap=11; a;=1; ar=-1

f)a, =4a,, —4a,, +n ;a=l;a;=3

SOLUCION:
a)a,=a,, +2n-1 ,a, =1
Procedemos asi:
a; =1; ay = 143; a3 = 14+3+5 ... en general a, = 221' -1=n* (¥
i=1
* 2i-1 para i=1,2... es una progresion aritmética. La suma de los n primeros términos de
una progresion aritmética b, es  S,=(b;+by,).n/2.

n + —
En nuestro caso a, = » 2i—1= W =n’
i=1

b)a,—a,, =3n",a, =8
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Lo haré por funciones generatrices:

Sea f(x) = apta; x+a2x2+a3x3+ ... la funcion generatriz de la sucesion buscada.
xf(x) = -xag-a; x> X - a3x” - ...

Sumando ambas igualdades, resulta

(1-x)f(x) = 8 + 3(x+22x* 3% +4%x*+..)

Vamos a deducir la funcion generatriz asociada a la serie x+2°x+3°x>+4%x* ..

Seag(x)=1+x +x>+x°+.... = 1/(1-x)

g'(x)=1+2x +3x* +4x° + ... = 1/ (1x)*

X.g (X)=x +2x> + 3x> +4x* + ... = x/(1-x)*

x.g'(x)) =1+2% + 3> +4%3+... = (1+x)/(1x)

g
x.(x.g (X)) =x + 2% + 3% + 4%+ =x(1+x)/(1-x)’
+
Entonces (1-x)f(x) =8 + 3 > ;3) . En consecuencia:
+

f(x)= | 8 + 3()16(1 ))j) cuyo coeficiente de x" es el término general que estoy

- X -X

buscando para la sucesion a,

a, =8+3(_4j+3( - j:8+3(”+2j+3(”+1j=8+(”+2);”+1)” L, (n+Dn(n=1)

n-1 n—2 n-—1 n-—2 2

_2n’ +3n° +n+16
a, = 5 n>0

c)a,-3a,, =7"5a,=2

La recurrencia homogénea asociado es una geométrica de razéon 3, por lo que una
solucidn para ésta seria ¢(3)". Ahora buscamos una solucion en A(7)" verificando la
recurrencia dada, es decir:

A(7%)-3 A (7™ = 7"5 . Dividiendo por 7", tenemos que 7A — 3A = 35, de donde
A=35/4

La solucion es del tipo ¢(3")+ (35/4)(7"). Como ay=2, tenemos que 2 = ¢ + (35/4), de

donde ¢ =2 — (35/4) = -27/4.
7" 5-273"

La solucion general es a, = ————— paran>0
4

(Sale bien por funciones generatrices, aunque se hace mas pesado)
d) a,-3a,,=3"5a,=2

Pudiera parecer idéntica a la anterior, pero varia en que la solucion de la homogénea que
es ¢(3") y la supuesta solucion para la recurrencia A(3") son obviamente dependientes,
por lo que en este caso hay que tomar An(3") como posible solucién de la recurrencia
dada, es decir que se verifique:

An(3") = 3A(n-1)(3"")=3"5, divido por 3" y obtengo: 3An — 3A(n-1)=15, de donde
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A=5.
La solucién genérica es (¢c+5n)3". Como ay=2, tenemos c¢=2, siendo por tanto la
solucion a,=(2+5n).3" para n>0

- 20 11 A=] aa—
e)a, =3a,, —4a,,+tn";a=1l;a;=1; a=-1

Vamos a resolverlo por funciones generatrices ya que es de orden 3 y es el primero que
aparece de este tipo (obsérvese que el coeficiente de a,, es 0)

Sea f(x) = apta; x+a2x2+a3x3+ ... la funcion generatriz de la sucesion buscada.
-3xf(x) = -3xa0-3 a, x%-3 azx3 -3 a3x4 -

4X3f(X) = 4a, X3+4 a X4+4 a2x5 +4 213)(6 + ...

Sumando las tres expresiones:

(1-3x+4x7)f(x) = agta; x-3xagtax>-3 ax+(3%x° + 4%+ 52 x° + ..);
(1-3x+40)f(x)= (11-32x-4x7 )+ p —(x+4x?)

_x)3

8x” +9x" —86x" +125x° —65x +11 _
(1-x)’(1+x)(1-2x)°

A , B , C D, 2 E _ F

(I-x) (1-x)> (1-x) 1+x (1-2x) (1-2x)

f(x) =

resultando que
8x° +9x* —86x° +125x> —65x+11 =
A(1-x)*(14x)(1-2%)*+B(1-x)(1+x)(1-2x)*+C (1+x)(1-2x)*+D(1-x)*(1-2x)*+
+E(1-x)’ (1+x)(1-2%)+F(1-x)*(1+x)
Six=1; 2=2C; C =1
Si x=-1; 288 = 72D; D=4
Six=1/2;-3/16 =3F/16 ; F = -1
Si x=0; 11=A+B+1+4+E-1; A+B+E=7
Si x=2; 93=27 A-27B+9E-6; 3A-3B+E=11
Si x=-2; 15A+5B+9E=99
Resolviendo ese sistema de tres ecuaciones con 3 incdgnitas, obtenemos
A=8; B=3; E=4

8 3 1 4 -4 -1

+ + + + +

(1-x) (I-x)* (1-x)° I+x (1-2x) (1-2x)*

n+l n+?2 ; n+l
an=8+3( )+( J+4(—1) —4.2"—( ]2"=
n n n

w;nﬂ) —=2"(n+5)+4(-1)" paran=0

siendo el coeficiente en x"

3n+11+

f)a,=4a,,—4a,,+n ;a=1;a=3
a,—4a, t4a,,=n

Sea f(x) = apta; x+a2X2+a3x3+ ... la funcion generatriz de la sucesion buscada.
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-4xf(x) = -4xa9-4 a; X>-4 ax° -4 asx” - ..
4x2f(x) = 4a, x*+4 ap x>+4 azx4 +4 agx5
Sumamos
(1-4x+4x7)f(x) = agta; x-4xay H2x*+3x>+4x*+...) = 1-x + 2x*+3x>+4x™+...)
X
-X
(1-x)*
x = 2x+5x% -3x+1
(1-x)’ (1-x)’

Es facil demostrar que 2x*+3x>+4x"*+... =

Por tanto (1-4x+4x)f(x) = 1-2x +

-2x* +5x* -3x+1 A B C D
= + +

= (-0 =207 1-x (-9 1-2x (1-2x)

=25 +5x% =3x +1= A(1-2x)*(1-x)+B(1-2x)*+C(1-x)*(1-2x)+D(1-x)*
Six=1; 1=B
Si x=1/2; 1/2=D/4; D=2
Si x=0; 1=A+1+C+2; A+C=-2
Six=2; 3A+C=4; de donde A=3, C=-5

3 1 -5

+ + +

I-x (1-x)° 1-2x (1-2x)

cuyo coeficiente de x" es

n+1 n+1 n
a, =3+ -52"+2 2"=n+4+2"(2n-3) para n>0
n

n
n
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